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几何 课程 一 直 是 历次 中 学 数学 教育 改革 的 
焦点 . 中 学 数学 是 各 国 中 学 课程 中 相对 比较 统 
一 的 一 门 学 科 , 但 几何 课程 则 是 中 学 数学 中 最 
不 统一 的 一 部 分 ， 由 国际 教育 成 就 评价 协会 
(IEA) 发 起 的 第 二 次 国际 数学 调查 表明 : 代数 
和 算术 课程 各 国 是 基本 统一 的 , 但 几何 教学 内 
容 却 有 很 大 差别 . 几何 的 核心 内 容 很 少 , 只 涉 
及 平面 几何 的 基础 知识 和 坐标 的 简单 应 用 . 只 
有 部 分 国家 还 在 讲 欧 氏 几何 的 传统 课题 如 全 
等 和 相似 , 立体 几何 则 强调 得 更 少 了 . 几何 内 
容 的 改革 , 之 所 以 是 历次 数学 教育 改革 的 焦点 ， 
最 根本 的 问题 是 对 欧 几 里 得 几何 的 处 理 问 题 . 
事实 上 , 20 世 纪 以 后 , 特别 是 “新 数 "运动 以 后 ， 
欧 氏 几何 一 统 天 下 的 局 面 已 经 消失 了 , 取 而 代 
之 的 是 形形色色 的 多 样 化 几何 , 如 直观 几何 、 
变换 几何 、 论 证 几何 、 射 影 几何 、 解 析 几 何 . 
这 是 几何 课程 改革 的 新 趋向 . 

然而 , 我 国 传统 的 几何 内 容 依然 只 是 单一 
的 欧 氏 几何 . 随 着 时 代 的 推进 , 演绎 的 、 形 式 
化 的 、 单 一 的 欧 氏 几何 已 不 能 满足 社会 发 展 和 
学 生 认 知 的 需求 , 几何 学 不 再 是 只 服从 公理 化 
的 演绎 , 单一 的 欧 氏 几何 被 多 样 化 的 几何 取代 
是 社会 发 展 的 必然 .荷兰 数学 教育 家 弗 赖 登 
塔 尔 说 过 :“ 要 想 以 强化 几何 的 演绎 结构 来 瓜 
救 传 统 几 何 是 注定 要 失败 的 .” 几 何 是 初中 生 
最 敏感 的 内 容 之 一 . 调查 表明 , 中 学 几何 是 引 
起 学 生 强 烈 情感 体验 的 重要 内 容 , 几何 是 一 部 
分 学 生 ( 约 占 30%) 最 喜欢 , 且 能 给 其 带 来 快乐 
的 学 习 材 料 , 但 也 是 一 部 分 学 生 最 不 喜欢 的 内 
容 .“ 平 面 几何 证 明 "是 一 把 双 刃 剑 , 一 方面 , 许 
多 神奇 多 变 的 论证 方式 和 赏心悦目 的 绪论 使 
一 些 学 生 流连 起 返 , 从 此 喜欢 上 数学 , 并 走 上 
从 事 数学 研究 的 道路 ; 但 另 一 方面 , 我 们 也 看 











到 , 过 分 复杂 、 繁 琐 的 论证 使 得 20% ~ 30% 的 
初中 生 厌 恶 数学 , 远离 数学 , 丧失 了 学 习 数 学 
的 信心 . 因此 , 我 们 必须 重新 审视 平面 几何 . 

我 们 知道 初中 阶段 几何 课程 的 首要 目标 是 
使 学 生 更 好 地 理解 赖 以 生存 的 空间 , 发 展 学 生 
的 空间 观念 与 几何 直觉 . 同时 通过 对 图 形 基本 
性 质 的 探索 和 证 明 , 发 展 学 生 的 合 情 推 理 能 
和 演绎 推理 能 力 , 使 他 们 理解 证 明 的 意义 和 过 
程 , 体会 推理 和 证 明 的 力量 . 就 内 容 来 说 , 新 教 
材 在 原来 欧 氏 几何 的 基础 上 , 删 减 了 那些 繁 、 
难 、 偏 、 旧 , 与 社会 需要 不 相 适 应 , 与 科技 发 展 
距离 较 远 , 过 分 强调 技巧 的 内 容 , 增加 了 直观 
几何 、 变 换 几 何 、 解 析 几 何 、 实 验 几 何 、 射 影 
几何 , 下 面 分 别 给 予 具体 地 介绍 . 

一 、 实验 几何 及 其 特点 

实验 几何 是 一 种 非 演 绎 的 几何 , 它 摆脱 了 
欧 氏 几何 的 那 种 环 环 相 扣 的 逻辑 体系 和 严密 
抽象 的 演绎 推理 形式 , 而 以 实验 操作 的 方法 和 
类 比 归纳 的 思维 方式 来 建立 空间 与 平面 的 各 
种 位 置 和 数量 关系 , 以 创造 活动 为 其 主要 教学 
形式 . 概括 起 来 , 实验 几何 有 如 下 特点 . 

1. 贴 近 人 类 的 生活 空间 和 日 常 经 验 

实验 几何 是 欧 氏 几何 之 源泉 . 早 在 欧 几 里 
得 时 代 之 前 , 中 国 、 古 埃及 和 巴比伦 就 已 经 在 
生产 劳动 中 用 实验 的 方法 积累 了 大 量 的 几何 
事实 .如 我 国 的 《 周 修 算 经 》 中 的 弦 图 ， 就 给 
出 了 勾 股 定理 的 与 欧 几 里 得 完全 不 同 的 非 演 
绎 的 、 也 是 最 省 力 的 证 明 . 古 希 腊 文 明 是 在 继 
承 了 古 埃 及 和 巴比伦 的 实验 几何 的 基础 上 , 运 
用 逻辑 的 方法 , 建立 起 高 度 系统 化 的 演绎 几何 
体系 . 实验 几何 降低 了 对 论证 技巧 的 要 求 , 强 
调 不 同 水 平 的 创造 活动 . 几何 论证 有 两 重 效 
果 . 一 方面 , 使 热爱 数学 的 学 生 领 略 了 数学 的 
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奥秘 , 从 此 走 上 数学 研究 的 道路 ; 另 一 方面 , 也 
使 一 些 学 生 对 数学 望 而 生 旦 . 几何 论证 的 高 度 
技巧 性 是 造成 学 生 两 极 分 化 的 症结 . 实验 几何 
则 可 以 为 不 同 智力 水 平 的 人 提供 不 同 要 求 的 
活动 , 并 能 使 所 有 的 学 生 都 能 从 这 些 活 动 中 学 
到 成 功 的 快乐 , 在 这 一 点 上 , 实验 几何 符合 大 
众 数 学 的 思想 . 

2. 实 验 几 何 注重 对 学 生 观 察 能 力 、 实 验 能 
力 、 创 造 力 及 归纳 类 比 能 力 的 培养 

实验 几何 改变 了 以 往 数学 那 种 枯燥 乏味 的 
形象 , 变 几 何 学 习 为 一 种 趣味 活动 , 而 这 些 活 
动 对 培养 学 生 的 观察 能 力 、 实 验 能 力 、 创 造 能 
力 及 归纳 类 比 能 力 有 很 大 的 促进 作用 . 

综 上 所 述 , 基于 实验 几何 的 这 些 特点 , 许多 
人 都 主张 重视 实验 几何 的 教学 . 处 理 的 方案 有 : 
(1) 将 实验 几何 作为 欧 氏 几何 的 前 奏 ; (2) 在 欧 
氏 几 何 中 部 分 地 运用 实验 几何 的 方法 ; (3) 用 
实验 几何 取代 欧 氏 几何 的 演绎 过 程 . 尽管 “ 欧 
氏 几 何 深 蛋 ”的 口号 余音 未 绝 , 也 确实 有 些 国 
家 已 不 再 要 求 大 多 数学 生 学 习 几 何 证 明 , 但 第 
三 种 方案 还 是 有 些 偏激 . 欧 氏 几何 毕竟 有 它 独 
特 的 教育 价值 , 不 能 全 盘 和 否定 . 因此 , 数学 界 的 
大 部 分 人 提倡 前 两 种 方案 , 也 有 些 主张 两 者 兼 
而 有 之 , 即 一 方面 在 低 年 级 或 小 学 阶段 学 习 实 
验 几 何 , 另 一 方面 在 中 学 高 年 级 的 演绎 几何 中 
加 强 实验 几何 的 成 分 , 这 样 既 实现 了 实验 几何 
的 实用 性 、 趣 味 性 和 创造 性 , 又 加 强 了 学 生 演 
绎 推理 能 力 的 培养 , 突出 了 对 学 生 双 基 的 培养 . 

下 面 以 义务 教育 课程 标准 实验 教科 书 七 年 
级 上 册 ( 北 京师 范 大 学 出 版 社 ) 中 的 案例 作 简要 
地 分 析 . 

例 1 将 一 个 正方 体 的 表面 沿 某 些 棱 展 开 ， 
展 成 一 个 平面 图 形 , 回答 下 列 问题 . 

(1) 你 能 得 到 哪些 平面 图 形 ? 与 同伴 进行 
交流 ; 

(2) 你 能 设法 得 到 如 图 1、2 所 示 的 平面 图 
形 吗 ? 

(3) 如 图 3、4 所 示 的 图 形 能 否 围 成 一 个 正 
方 体 的 表面 ? 
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图 3 图 4 

对 问题 (1), 应 鼓励 学 生 充分 实践 , 并 在 全 
班 展示 他 们 的 作品 . 还 应 引导 学 生 回 顾 并 尽 可 
能 用 语言 描述 自己 是 如 何 将 一 个 正方 体 的 表 
面 展 成 平面 图 形 的 , 以 发 展 他 们 的 空间 观念 和 
语言 表达 能 力 . 对 问题 (2), 应 首先 鼓励 学 生 想 
象 , 并 尝试 动手 操作 . 操作 过 程 中 , 可 以 引发 学 
生 思 考 :“ 你 是 如 何 剪 的 ?”“ 这 样 前 行 吗 ?””“ 下 
一 步 怎 么 办 ?”, 鼓励 他 们 将 操作 与 思考 结合 起 
来 . 对 于 问题 (3), 不 妨 采取 先 想 象 , 后 操作 , 再 
回顾 操作 过 程 的 形式 . 总 之 , 三 个 问题 的 讨论 
都 应 将 学 生 充 分 地 实践 和 实践 中 的 思考 与 交 
流 有 机 地 结合 起 来 . 

二 、 论证 几何 及 其 对 我 国 几何 课程 改革 的 
影响 

1. 论 证 几何 及 其 意义 

《几何 原本 》 最 突出 的 特征 是 逻辑 论证 , 而 
欧 氏 几何 正 是 沿用 了 这 一 体系 , 几何 论证 对 培 
养 学 生 严 密 的 推理 能 力 和 严谨 的 思维 方式 起 
着 不 可 磨灭 的 作用 . 波 利 亚 曾 对 “为 什么 要 进 
行 几 何 证 明 ” 的 问题 作 过 如 下 回答 :“ 如 果 一 个 
学 生 不 了 解 这 个 或 那个 特殊 的 事实 , 并 不 要 紧 ， 
因为 在 他 以 后 的 生活 中 , 也 许 很 少 用 到 这 些 事 
实 , 但 是 , 如 果 他 没有 学 会 几何 证 明 , 他 就 没有 
学 到 真实 的 论据 的 最 好 和 最 简单 的 例子 , 也 错 
过 了 获得 严格 推理 概念 的 最 好 机 会 .” 我 国 数 
学 家 王 元 院士 也 说 :“ 几 何 的 学 习 不 是 说 学 完了 
这 些 知 识 有 什么 用 , 而 是 针对 它 的 逻辑 推导 能 
力 和 严密 的 证 明 , 而 这 一 点 对 一 个 人 成 为 科学 
家 , 甚至 成 为 社会 上 素质 很 好 的 公民 都 是 非常 
重要 的 , 而 这 个 能 力 若 能 在 中 学 里 得 到 训练 , 会 
终身 受益 无 穷 .” 因 此 , 几何 的 精髓 在 “论证 ”而 
不 在 知识 . “新 数学 ? 想 用 更 有 用 的 生产 、 生 
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活 中 的 知识 及 现代 数学 中 的 一 些 内 容 , 取代 所 
谓 “ 古 老 无 用 "的 平面 几何 , 结果 以 失败 而 告终 . 
事实 上 , 数学 的 有 用 或 无 用 , 不 能 仅仅 看 它 能 
否 在 现实 生活 中 得 到 直接 应 用 , 更 主要 的 是 看 
它 在 能 力 培 养 上 提供 的 智力 价值 . 

论证 几何 对 学 生 的 数学 学 习 带 来 了 双重 影 
响 . 一 方面 , 使 那些 酷爱 数学 的 学 生 更 喜欢 上 
了 数学 , 从 此 走 上 了 科学 研究 的 道路 ; 男 一 方 
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当然 , 在 具体 实践 过 程 中 , 肯定 会 遇 到 许多 困 
难 , 这 就 要 求 广大 数学 教育 工作 者 、 一 线 教 师 
结合 实际 、 创 造 性 地 开展 工作 . 正如 ICMI 在 
1998 年 的 研究 丛书 的 前 言 中 指出 :“ 在 制订 中 
学 几何 课程 时 , 我 们 必须 作出 选择 , 历史 上 的 
各 种 课程 试验 , 往往 由 于 偏重 于 某 个 特征 而 忽 
略 了 其 他 特征 , 至 今 没有 一 个 成 功 的 例子 . 特 
别 的 经 验 表 明 , 不 可 能 跳 过 早期 的 直觉 阶段 ， 





面 , 也 使 一 些 学 生 对 数学 望 而 生 旦 , 厌恶 数学 ， 
乃至 失去 了 对 学 校 教育 的 信心 . 对 这 种 情况 的 
出 现 , 我 们 应 一 分 为 二 地 看 . 一 方面 , 我 国 的 基 
础 教育 , 包括 几何 教育 水 平 在 国际 上 还 是 享有 
较 高 声望 的 , 取得 了 举世 瞩目 的 成 绩 ; 另 一 方 
面 , 也 存在 着 一 些 问题 , 如 以 前 的 教材 把 几何 
与 演绎 体系 等 同 起 来 , 教材 内 容 过 于 繁杂 , 在 
教材 的 编排 和 内 容 上 , 直观 背景 材料 提供 得 不 
够 ,使 学 生 觉 得 几何 离 生活 太 远 ; 再 有 , 对 几 
何 论证 教育 价值 的 理解 也 失 之 偏颇 . 有 些 教师 
和 学 生 片 面 地 为 教 证 明 而 学 证 明 , 几何 论证 的 
教育 价值 在 于 通过 证 明 的 教 与 学 使 学 生理 解 
相关 的 几何 知识 , 进而 培养 学 生 的 理性 思维 能 
力 , 以 此 来 帮助 学 生 寻 找 新 旧 知 识 的 内 在 联系 ， 
使 学 生 获 得 系统 化 的 知识 , 并 尽 可 能 让 学 生 自 
己 去 发 现 新 知识 .另外 还 要 注重 观察 、 实 验 、 
上 归纳、 类比 、 猜 想 等 合 情 推 理 在 几何 论证 中 的 
地 位 与 作用 . 

2. 几何 课程 改革 的 关键 一 直观 几何 和 论 
证 几何 的 统一 

我 国 当 前 的 几何 课程 改革 应 把 直观 几何 和 
论证 几何 统一 起 来 , 生动 直观 的 图 形 和 严谨 的 
逻辑 结构 有 利于 充分 调动 学 生 左右 脑 的 潜力 ， 
增加 学 习 效 率 , 全 面 培 养 学 生 的 能 力 ( 包 括 直 
觉 能 力 、 形 象 思 维 能 力 和 逻辑 思维 能 力 ). 

几何 课程 应 加 强 几 何 直观 与 逻辑 推理 的 联 
系 . 在 低 年 级 阶段 , 运用 大 量 的 图 形 和 直观 , 培 
养 学 生 的 直觉 能 力 和 空间 想象 能 力 ; 在 较 高 年 
级 阶段 , 逐步 增加 论证 几何 的 内 容 , 培养 学 生 
的 演绎 推理 能 力 , 使 学 生养 成 推理 严谨 、 言 必 
有 据 的 思维 习惯 . 这 两 个 过 程 是 相辅相成 的 . 


而 把 几何 教学 局 限于 形式 的 、 代 数 的 特征 . 当 
然 , 男 一 方面 也 没有 理由 忽视 形式 的 几何 , 它 
曾经 , 今天 仍然 , 今后 也 将 是 严格 演绎 推理 的 
模式 ， 同样 , 也 不 能 忽视 它 的 代数 特征 , 它 是 
进一步 学 习 的 最 有 效 的 途径 . 关键 是 找到 平衡 
点 , 但 不 可 能 是 单一 的 途径 .” 

下 面 举例 说 明 . 本 例 取 自 义 务 教 育 课程 标 
准 实验 教科 书 七 年 级 下 册 (北京 师范 大 学 出 版 
社 ). 

例 2 如 图 5, 有 两 个 长 度 相同 的 滑梯 , 左 
边 滑梯 的 高 度 4C 与 右边 滑梯 水 平方 向 的 长 度 
DF 相等 , 两 个 滑梯 的 倾斜 角 和 ABC 和 4 人 DFE 
的 大 小 有 什么 关系 ? 








C 





B A D F 
图 5 

下 面 是 三 个 同学 的 思考 过 程 . 

在 RtAABC 和 Rt 和 ADEF 中 , BC = EF, 
AC=DF —> AABCLQADEF —> LABC 
= LDEF —> LABC + LDFE = 90°. 

有 一 条 直角 边 和 和 斜 边 对 应 相等 ， 所 以 
A4BC 与 DEF 全 等 。 这 样 Z4BC = 
LDEF, 也 就 是 LABC 4+ LDFE = 90°. 

在 RtAABC 和 Rt 和 ADEF 中 , BC = EF, 
AC = DFR, 因此 这 两 个 三 角形 是 全 等 的 , 这 样 ， 
LABC = LDEF, 

(下 转 第 12-41 页 ) 
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墨 子 命题 可 以 取代 平行 公理 


121003 辽宁 省 锦州 渤海 大 学 数学 系 纪 明 


本 文 证 明了 中 国 的 黑子 命题 与 平行 公理 的 
等 价 性 . 并 给 出 黑子 命题 可 以 取代 平行 公理 的 
几 点 理由 . 

《 墨 经 》 中 的 “经 上 一文 载 有 命题 : 平 , 同 
高 也 .” 这 个 命题 在 平面 几何 中 可 译 为 :平行 直 
线 , 处 处 等 距 . 简称 黑子 命题 . 

平行 公理 为 :在 同一 平面 内 , 过 已 知 直线 外 
任意 一 点 , 平行 于 已 知 直线 的 直线 有 且 只 有 一 
条 . 

现在 证 明 黑 子 命题 与 平行 公理 等 价 . 

证 明 : (由 墨 子 命题 证 明 平 行 公理 ) 

设 点 4 在 直线 wa 外, 作 AH 1 a, 大 4B//a 
且 AC/a, 不 妨 设 射线 AC 在 ZL 有 4B 内部. 

作 BD 上 oa, 由 巴士 公理 (巴士 (公元 1843- 
1930 年 ) 德国 数 学 家 . 巴士 公理 : 设 三 点 A、B、 
C 不 共 线 , 直线 a 在 平面 A4BC 上 , 且 不 过 A、 
已 、C 三 点 中 任意 一 个 . 若 a 与 线段 AB、BC、 
CA 中 之 一 相交 , 则 a 必 与 且 仅 与 另 一 相交 ), 则 
4C 必 通 过 B 有 上 一 点 而 交 BD 于 一 点 2. 得 
ED < BD, 但 据 黑子 命题 , 又 得 BD = AH = 
BD, 矛盾 . 

这 就 证 明了 平行 公理 . 








N 

p? 

C 

H M DBD" 
图 1 


(由 平行 公理 证 明 墨 子 命题 ) 

设 A4B/a，A 和 BB 为 直线 0 上 任意 两 点 ， 
AH 1 a, BD 1 a, 假若 BD 承 AH, 不 妨 
设 BD > 4 万 在 BD 上 取 DE = 4 万 则 
AHDE 为 沙 开 里 四 角形 ( 沙 开 里 (公元 1667- 


1773 年 ) 意 大 利 数学 家 . 沙 开 里 四 角形 : 两 腰 相 
等 又 都 重 直 于 下 底 的 四 边 形 ). 其 下 底 太 DD 的 中 
垂 线 MN 必 垂 直 于 上 底 AB， 于 是 又 有 
AE/a, 这 与 平行 公理 相对 立 . 

这 就 证 明了 妓 子 命题 . 

墨 子 命题 可 以 取代 平行 公理 的 理由 : 

1. 浴 子 命题 与 平行 公理 等 价 . 

2. 墨 子 命题 简明 易 懂 , 与 中 学 生 对 矩形 对 
边 相 等 的 认识 相 一 致 , 而 平行 公理 中 的 “至 多 ” 
或 “唯一 "或 “ 仅 有 一 ”是 不 容易 被 中 学 生 所 接受 
的 . 

3. 墨 子 命题 取代 平行 公理 , 使 得 重合 两 直 
线 间 与 无 公共 点 两 直线 间 , 具有 明显 的 共性 “处 
处 等 距 ”, 于 是 可 以 把 重合 直线 也 定义 为 平行 直 
线 , 使 平行 成 为 等 价 关系 ,以 便于 在 平移 、 位 
似 、 向 量 、 解 析 几 何 、 投 影 几何 和 制图 学 中 的 
应 用 . 

4. 既 然 作 为 中 学 教材 , 不 必 也 不 可 能 严格 
执行 公理 法 的 独立 性 原则 , 那么 现在 可 以 认为 
墨 子 命题 包含 两 个 互 道 都 真 的 命题 , 以 便 学 和 
用 . 

如 果 认 为 平行 公理 作为 定理 在 证 明 上 有 困 
难 , 那么 也 可 以 和 雁 子 命题 都 作为 公理 提出 . 
到 了 学 习 立 体 几 何 时 还 可 以 把 “平行 平面 处 
处 等 距 ? 及 “平行 直线 与 平面 间 处 处 等 距 ” 作 为 
公理 提出 . 

5. 学 了 线段 和 角 之 后 , 紧 接着 不 仅 用 角 还 
用 线段 去 研究 平行 线 . 学 习 平 行 线 一 开始 就 提 
出 有 关 距 离 这 样 一 个 重要 性 质 , 而 不 是 隔 着 三 
角形 到 了 平行 四 边 形 时 才 提 出 来 . 

6. 把 墨 子 命题 作为 公理 提出 来 , 便于 使 学 
生 认 识 公理 来 源 于 实践 并 且 是 长 期 逻辑 加 工 的 
结果 , 又 便于 对 学 生 进 行 爱国 主义 思想 教育 . 
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对 高 中 生 “ 惯性 学 习 方式 的 调查 分 析 


311800 渐 江 省 诸暨 中 学 张 小 明 


笔者 在 教学 实践 中 发 现 , 部 分 学 生 的 学 习 
“ 重 结 果 、 轻 过 程 ”, 对 解 题 模式 和 人 解 题 程序 的 
积累 重视 有 加 , 而 对 隐 含 于 解 题 程序 后 面 的 数 
学 思考 “不 太 感 兴趣 ", R. Skemp 将 这 种 低层 次 
的 学 习 活动 称 之 为 “惯性 学 习 目 ,所 谓 “惯性 学 
习 ” 是 指 学 生 的 学 习 发 生 在 动作 之 后 , 往往 是 先 
掌握 行动 或 操作 的 规则 和 程序 , 而 后 对 动作 造 
成 的 结果 不 断 地 强化 , 这 种 学 习 中 认 知 的 成 分 
较 少 . 如 果 学 生 的 学 习 以 惯性 学 习 为 主 , 不 但 
课程 目标 难以 实现 , 甚至 学 生 的 创造 性 也 会 逐 
渐 泥 灭 . 

那么 , 在 学 生 实际 学 习 活 动 中 , 惯性 学 习 
方式 在 多 大 程度 上 影响 着 学 生 的 数学 学 习 效 
果 ? 造成 部 分 学 生 过 分 依赖 惯性 学 习 方式 的 
原因 是 什么 ? 本 文 对 520 名 高 一 学 生 求解 无 理 
不 等 式 时 采用 的 解 题 策略 进行 了 调查 , 结果 发 
现 “ 模 式 识别 "策略 的 负面 影响 导致 了 解 题 错误 
的 出 现 , 而 “惯性 学 习 方式 是 学 生 普遍 采用 这 
一 策略 的 直接 原因 . 

1. 调查 

无 理 不 等 式 是 高 中 数学 中 的 一 个 重要 的 内 
容 , 对 于 无 理 不 等 式 的 求解 , 通常 总 结 为 以 下 
的 规则 : 














> 
em [a0 
< 


VA(7) > B(z) 一 
A(z)>0, .| B(xz)z0, 
ee 
其 他 的 无 理 不 等 式 一 般 都 可 以 转化 为 以 上 
的 基本 形式 加 以 解决 . 首先 , 我 们 强调 的 是 , 虽 
然 这 个 模式 具有 普遍 性 的 一 般 意义 , 但 对 于 有 


些 无 理 不 等 式 来 说 , 这 个 规则 并 不 是 必须 的 , 其 
至 有 时 是 不 利 的 . 例如 : Vx 十 2 < 0, 如 果 要 用 
以 上 规则 来 解 , 就 需要 经 历 以 下 的 过 程 : 
Vi+2<0—> vr< -2 
ZX 0, 
一 全 | -2 之 0, 
x < (—2)2. 
事实 上 , 我 们 并 不 需要 以 上 的 繁复 的 过 程 ， 
只 要 根据 根 式 的 性 质 就 可 以 得 到 结果 . 
根据 本 文 的 研究 目的 , 我 们 关心 的 是 学 生 
在 解 无 理 不 等 式 的 过 程 中 , 对 以 上 的 一 般 性 规 
则 的 依赖 程度 如 何 ? 课堂 上 总 结 出 的 一 般 性 解 
题 规 则 对 学 生 的 解 题 活 动 有 何 影响 ” 当 外 在 条 
件 改变 时 , 学 生 能 否 跳出 常规 思维 的 圈子 , 而 
以 智慧 学 习 吓 思考 问题 ? 根据 以 上 目的 , 我 们 


的 问卷 由 下 列 题目 构成 : 
已 知 z € 及 , 解 下 列 无 理 不 等 式 : 
(Vi<6-2z; (2)vi-1l>1-—z; 
(3) VZ &1; (4) Vx > 0; 
(5) VZ < 一 1 (6) V—7x > 0. 
(时 间 20 分 钟 , 采用 闭卷 的 形式 , 不 能 使 用 
计算 器 ) 


其 中 , 前 两 道 题目 需要 根据 以 上 的 规则 解 
答 ; 第 三 道 题目 可 以 利用 规则 解决 , 也 可 以 利 
用 其 他 方法 (如 平方 ) 解 决 , 后 面 的 三 道 题 知 要 
用 一 般 的 规则 来 解决 , 则 是 将 简单 问题 复杂 化 ， 
从 这 个 意义 上 来 说 , 采用 一 般 性 规则 其 实 是 不 
利于 解 题 的 . 

为 了 探寻 学 生 解 题 错误 以 及 过 分 依赖 解 题 
规则 的 真正 原因 , 在 测试 完成 后 , 我 们 又 对 30 
名 学 生 进行 了 访谈 , 访谈 主要 关注 以 下 几 个 问 
题 : 

e。 你 解 题 错误 的 主要 原因 是 什么 ? 
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a ) 根本 不 需要 利用 一 般 规 则 “将 简单 问题 


。 在 解 无 理 不 等 式 的 过 程 中 ,你 想 过 用 老师 
总 结 的 一 般 规则 吗 ? 为 什么 ? 

e 你 怎样 看 老师 课堂 上 总 结 的 解 题 模式 ? 

参与 本 次 研究 的 520 名 学 生 均 为 浙江 省 重 
点 高 中 的 高 一 学 生 , 所 有 的 被 试 均 已 学 过 无 理 
不 等 式 的 解法 , 而 且 , 通过 访谈 任课 老师 得 知 
所 有 参与 研究 的 学 生 都 在 课堂 上 得 到 了 老师 
传授 给 的 前 文 所 述 的 一 般 性 规则 

2. 调查 结果 

问卷 答题 正确 率 统计 如 下 表 : 

学 生 管 题 情况 统计 

只 
eo ee 
TR 100 人 0 190 人 |100 人 1160 人 
-9 吕 (19%)|(19%)|(36%)|(19%)|(31%) 


G 兴 | (的 | 2 
从 问卷 测试 的 结果 可 以 看 出 ， 和 
(1)、(2)、 (3), 正确 或 思路 正确 但 解答 不 完全 
的 有 1190 人 , 占 总 人 数 的 76%%; 不 正确 或 没有 
解答 的 人 数 为 370 人 , 占 总 人 数 的 24%. 








对 于 问题 (4)、(5)、(6) 而 言 , 虽然 根据 二 
次 根 式 的 性 质 , 几乎 可 以 直接 写 出 正确 答案 , 但 
是 测试 的 结果 却 不 斥 人 意 , 解答 正确 或 思路 正 
确 但 解答 不 完全 的 有 990 人, 占 总 人 数 的 63%， 
不 正确 或 没有 解答 的 人 数 为 570 人, 占 总 人 数 
的 377%, 和 远 远 高 于 前 三 题 的 错误 率 ， 从 解 题 的 
过 程 来 看 , 学 生 对 于 前 三 道 题目 , 基本 上 能 用 
老师 教 给 的 基本 规则 进行 解答 , 解答 过 程 中 的 
错误 , 很 大 一 部 分 是 由 于 计算 或 笔 误 造 成 的 . 
但 对 于 后 三 道 题目 , 很 多 学 生产 生 了 很 多 的 困 
难 , 尤其 是 利用 一 般 规则 解 题 的 同学 , 发 生 错 
误 的 比例 更 高 . 

解 题 策略 选择 情况 统计 表 
(百分比 不 包含 无 解答 的 人 数 ) 


第 (1) (2) 题 第 (3) 题 ”| 第 (4) (5) (6) 题 
应 用 | 其 他 | 应 用 | 其 他 | 应 用 | 其 他 





























规则 | 策略 | 规则 | 策略 | 规则 | 策略 





(91%) | (9%) | (72%) | (28%) | (68%) | (32%) 
从 解 题 策略 的 选择 来 看 , 大 多 数学 生 对 一 
般 性 规律 的 依赖 是 比较 明显 的 , 尤其 是 最 后 三 





杂 化 ”, 但 是 采用 一 般 性 规则 解 题 的 学 生 况 
68N. 

对 学 生 解 题 错误 的 原因 的 访谈 , 有 以 下 几 
个 具有 代表 性 的 回答 : 

。 我 将 解 无 理 不 等 式 的 规则 记 错 了 ， 所 以 
题目 做 错 了 , 以 后 一 定 要 加 强 复 习 、 记 忆 

e 由 于 没有 及 时 复习 , 老师 讲 过 的 无 理 不 
等 式 的 方法 (规则 ) 我 忘记 了 , 于 是 就 根据 自己 
的 理解 去 做 , 不 出 错 才 怪 呢 ! 

e 老师 上 课 总 结 的 一 般 规 则 应 该 是 最 重要 
的 内 容 吧 , 首先 这 些 东 西 在 解 题 的 时 候 很 有 用 ， 
其 次 ， 在 考试 的 时 候 , 老师 总 是 按照 一 般 规 则 
制定 评分 标准 , 那 肯 定 要 按 规 则 行事 了 . 

@ 当然 应 当 按 照 老师 总 结 的 规则 来 解 题 了， 
况且 , 这 些 规 则 是 很 有 用 的 , 您 说 不 是 吗 ?( 反 
问 笔者 ). 

e 老 师 上 课 总 结 的 解 题 模式 总 是 很 有 用 的 ， 
所 以 我 认为 听课 过 程 中 , 最 重要 的 就 是 记 住 这 
些 模式 ,考试 的 时 候 , 复习 一 下 , 一 般 来 说 , 得 
个 好 成 绩 还 是 不 成 问题 的 . 

3. 研究 结论 

(1) 学 生 对 解 题 模式 或 一 般 性 解 题 规则 依 
赖 过 强 

测试 的 结果 表明 , 对 于 适合 用 一 般 性 解 题 
模式 解答 的 测试 题 (1)、(2)、(3), 学 生 表现 出 
了 较 高 的 解 题 水 平 , 而 对 于 后 面 的 三 道 测试 题 
而 言 , 由 于 不 适宜 用 解 题 模 式 解 答 , 所 以 学 生 
成 功率 就 大 打折 扣 . 

在 学 生 的 学 习 过 程 中 , 所 积累 的 经 验 经 过 
加 工 , 会 得 出 有 长 久保 存 价值 或 基本 重要 性 的 
典型 结构 与 重要 类 型 一 模式 , 将 其 有 意义 地 记 
忆 下 来 , 并 作 有 目的 的 简单 编码 . 当 遇 到 新 的 
问题 时 , 我 们 可 以 辨认 它 属于 哪 一 类 基本 模式 ， 
联想 起 一 个 已 经 解决 的 问题 , 以 此 为 索引 , 在 
记忆 的 贮存 中 提出 相应 的 方法 来 加 以 解决 , 这 
就 是 模式 识别 的 解 题 策略 . 这 一 策略 体现 了 化 
归 的 思想 . 

根据 调查 结果 我 们 发 现 , 多 数学 生 对 模式 
识别 的 策略 过 于 强化 , 甚至 将 解 题 思维 伪 化 ， 
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对 于 他 们 来 说 , 解 题 的 思维 过 程 几乎 是 机 械 化 
的 : 

明确 问题 一 模式 识别 一 寻找 规则 一 
利用 规则 一 = 问题 求解 . 

(2) 很 多 学 生 的 学 习 停 留 在 “惯性 学 习 ” 水 
吕 

通过 对 30 名 学 生 的 访谈 , 笔者 了 解 到 很 多 
学 生 的 学 习 方 式 以 “惯性 学 习 为 主 , 在 课堂 上 , 
他 们 最 重视 解 题 模式 的 积累 , 甚至 对 老师 如 何 
得 到 这 些 规则 的 分 析 过 程 “不 感 兴趣 ”, 对 这 些 
学 生来 说 , 他 们 最 想 知道 的 是 “怎样 做 1”, 而 对 
于 “为 什么 这 样 做 " 却 得 不 到 应 有 的 重视 , 至 于 
对 规则 的 理解 , 他 们 是 “理解 也 要 执行 , 不 理解 
也 要 执行 , 在 执行 中 加 深 理解 ”, 如 此 一 来 , 当 
问题 的 情境 发 生变 化 时 , 他 们 往往 一 筹 莫 展 , 解 
题 错误 率 明显 上 升 

(3) 教学 过 程 中 过 度 强调 模式 化 助长 了 “ 惯 
性 学 习 ” 的 不 良 倾向 

模式 识别 策略 是 解 题 活动 最 重要 的 策略 之 
一 , 积累 一 定 的 解 题 经 验 , 总 结 必要 的 解 题 模 
式 是 提高 解 题 能 力 的 必要 条 件 , 但 是 在 教学 实 
践 中 , 有 些 老师 过 分 强调 模式 化 , 将 数学 问题 
归纳 成 很 多 “类 型 ", 然后 对 每 一 种 “类 型 "都 总 
结 出 一 定 的 解 题 规 则 , 而 对 于 隐 含 于 模式 背后 
的 数学 思想 却 重视 不 够 , 似乎 学 生 只 要 掌握 了 
这 些 规则 , 便 能 在 解决 问题 时 “有 法 可 依 ”, 这 种 
做 法 在 一 定 程度 上 助长 了 学 生 " 惯 性 学 习 ” 的 不 
良 倾向 . 

男 一 方面 , 在 平时 的 教学 测试 中 , 老师 提 
供 的 试题 往往 只 涉及 课 答 上 总 结 出 的 “类 型 ”， 
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(上 接 第 12-11 页 ) 

这 样 的 问题 设计 , 自然 将 学 生 带 到 用 函数 
图 象 法 来 近似 解 二 元 一 次 方程 组 . 同时 , 渗透 
了 “函数 建 模 ” 的 思想 和 “ 数 形 结合 ”的 思想 . 培 
养 学 生 用 数学 的 眼光 、 数 学 的 头脑 来 观察 分 析 
身边 世界 的 能 力 . 

这 样 的 研 教 一 课 , 将 使 教师 受益 多 多 . 教 
学 案例 透视 是 我 校 教 师 校本 培训 的 重要 形式 
之 一 , 我 们 在 研究 教学 案例 的 过 程 中 , 逐步 形 
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这 样 一 来 , 学 生 只 要 对 平时 掌握 的 解 题 模式 加 
以 复习 , 就 能 在 考试 中 立 于 不 败 之 地 , 这 种 做 
法 又 一 次 增强 了 学 生 对 “ 解 题 模式 ”的 依赖 性 ， 
也 进一步 助长 了 学 生 “ 惯 性 学 习 ” 的 不 良 倾向 . 

4. 结束 语 

正如 《学 会 生存 》 一 书 中 指出 的 那样 , 教 
育 具 有 培养 创造 精神 和 压抑 创造 精神 的 双重 
力量 . 也 就 是 好 的 教育 能 够 充分 施展 培育 创新 
的 力量 , 提升 受 教 育 者 的 创新 素养 , 而 不 当 教 
育 可 能 构成 对 创新 的 打击 与 窄 县 . 

“ 解 题 模式 ”在 数学 教学 中 同样 也 是 集 保守 
与 创新 于 一 体 . 这 就 需要 我 们 在 利用 这 些 “ 解 题 
模式 "时 , 要 注意 这 些 模式 的 双重 身份 , 切忌 生 
搬 硬 套 ,过 分 强调 模式 化 ,只 有 这 样 , 学 生 的 
学 习 才 不 至 于 陷于 “惯性 学 习 ” 的 泥潭 , 而 对 于 
已 经 习惯 于 “惯性 学 习 ” 方 式 的 学 生来 说 , 则 需 
要 老师 对 他 们 进行 学 法 指导 , 帮助 他 们 逐步 走 
向 “智慧 学 习 ”. 
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成 了 “自我 反思 "、“ 同 伴 互助 "、“ 专 业 引 领 ' 三 
位 一 体 的 研究 模式 . 师 徒 * 同 备 `、“ 同 研 '、"“ 同 
教 " 同 课时 , 备课 组 其 他 成 员 共同 参与 , 是 我 校 
三 位 一 体 案例 研究 模式 的 具体 实践 师 徒 “ 传 
帮 、 带 "作用 , 实现 资源 共享, 不 仅 促进 青年 教 
师 成 长 , 使 所 有 参与 研究 的 教师 从 中 受益 , 而 
且 是 一 条 改变 学 校 面貌 、 转 变 教师 教学 观念 
提高 教师 教育 教学 研究 水 平 的 十 分 有 效 的 途 
径 之 一 
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深化 区 别 与 联系 . 强化 沟通 与 互 译 


-一 《 概 举 初步 》 教 学 后 的 反思 
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上 海 市 “二 期 课 改 "高 三 《数学 》 (理科 ) 试 
验 教材 , 第 20 章 《概率 初步 ) 较 一 期 课 改 " 教 
材 增加 了 两 节 内 容 ， 其 一 是 概率 的 性 质 和 加 
法 公式 ; 其 二 为 独立 随机 事件 . 教学 初期 ， 依 
据 “ 一 期 课 改 ”的 教学 经 验 , 原 以 为 即使 增加 了 


从 装 有 2 个 红 球 和 2 个 白 球 的 口袋 

内 任 取 2 个 球 , 那么 互 斥 而 不 对 立 
) 

(A) 至 少 有 1 个 白 球 与 都 是 白 球 ; 

(B) 至 少 有 1 个 白 球 与 至 少 有 1 个 

红 球 ; 
(C) 恰 有 1 个 白 球 与 恰 有 2 个 白 球 ; 
(D) 至 少 有 1 个 白 球 与 都 是 红 球 ， 


设 甲 抽 到 选择 题 为 事件 4, 乙 抽 
到 判断 题 为 事件 B, 则 P(A4) = 


甲 、 乙 两 人 参加 普法 知识 竞 答 , 共 
有 10 个 不 同 的 题目 ,其 中 选择 题 | Cd 
6 个 , 判断 题 4 个 , 甲 、 乙 两 人 依次 | Cio 





各 抽 一 题 . 甲 抽 到 选择 题 , 乙 抽 到 | 2, P(AB) = P(A4). P(B) = 


判断 题 的 概率 是 多 少 ? 六 


i 





盒 中 有 四 个 球 , 其 中 两 个 红 球 , 一 





个 昔 球 一 个 白 球 每 次 人 | 由 概率 的 加 法 公式 得 : P(L) = 
六 于 ;一 个 站 于 入 次 村 职守 | pi 
35 
64 





有 放 回 地 抽取 三 次 . 设 G = “无 | 3 4 
ET, H 二 “无 黄 ” . 求 事件 区 一 “无 丽 十 本 
红 或 无 黄 ” 的 概率 ? 4 


在 一 段 时 间 内 ， 甲 去 某 地 的 概率 是 


总 过 4 
工 ， 乙 去 此 地 的 概率 是 工 ， 假定 两 | 二 二 3 全 作为 二 四 | 旺旺 没 
P(B) = 二 ,由 互 不 相 容 事件 和 | 出 错过 | 断 为 两 者 是 下 不 相 容 事 件 正确 





人 的 行动 相互 之 间 没 有 影响 , 求 在 
率 ? 


鉴于 以 上 情形 , 笔者 认为 : 在 教学 中 , 如 下 
两 方面 问题 应 当 给 予 足够 的 重视 . 

一 、 注重 深化 概念 的 区 别 与 联系 

《概率 初步 》 这 一 章 出 现 了 很 多 事件 .如 : 
必然 事件 、 不 可 能 事件 、 随 机 事件 、 互 不 相 容 


设 甲 去 某 地 的 事件 为 4, 则 P(A) 对 于 独立 事件 与 和 事件 之 间 的 区 





上 海 市 阅 行 区 教师 进修 学 院 额 孙 长 守 


这 两 节 内 容 , 但 毕竟 还 是 概率 初步 ,教学 中 不 
会 遇 到 太 大 的 问题 , 但 教学 的 实践 表明 , 我 们 
的 判断 与 教学 的 实际 还 是 有 一 定 的 距离 , 以 下 
四 例 来 自学 生 的 错误 解答 , 具体 解答 、 点 评 , 列 
表 如 下 . 





件 , 正确 答案 是 (C). 


独立 事件 的 概念 理解 不 透彻 ， 事 





C1 实 上 甲 抽 到 选择 题 与 否 对 乙 抽 到 
Bt 三 | 出 错 率 | 判断 题 的 概率 是 有 影响 的 ，A、 
如 已 不 互相 独立 , 正确 答案 为 尸 王 
GECH 
= 证 


Pio 
对 于 概率 加 法 公式 使 用 的 条 件 含 
糊 不 清 , 事实 上 G 与 卫 并 非 不 相 
出 错 率 | 容 . 正确 解法 为 : P(L) = P(GU 
H)= P(G) + P(H)— P(GH) 
ee 





43 





别 与 联系 把 握 不 准 . 错 将 “假定 两 

人 的 行动 相互 之 间 没 有 影响 ” 判 
21%. | 解答 为 : P=1-P(AXB)=1- 
P(AP(B) = 1-[1- P(A)I1- 
0 P(B)]=1- 字 x 空 = 之 . 
事件 、 相 容 事件 、 对 立 事件 、 和 事件 、 积 事件 、 
独立 随机 事件 . 这 些 事 件 之 间 的 区 别 与 联系 既 
是 教学 的 重点 又 是 难点 , 学 生 在 学 习 中 因 搞 不 
清 它们 之 间 的 区 别 与 联系 , 是 导致 错误 发 生 的 
重要 原因 之 一 . 以 下 三 个 问题 更 容易 混淆 不 清 . 
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1. 对 立 事件 与 互 不 相 容 事件 的 区 别 与 联系 

外 对 立 事 件 一 定 不 相 容 , 但 不 相 容 未 必 对 
立 . 即 互 不 相 容 事件 是 对 立 事件 的 必要 条 件 , 对 
立 事件 是 互 不 相 容 事件 的 充分 条 件 ; 

@ 不 相 容 事件 适用 于 多 个 事件 , 但 对 立 事 
件 仅 适用 于 两 个 事件 ; 

@@ 不 相 容 事件 表明 两 个 事件 不 能 同时 发 
生 , 至 多 只 能 一 个 发 生 , 但 可 以 都 不 发 生 , 而 对 
立 事件 表明 两 个 事件 有 且 仅 有 一 个 发 生 . 

2. 互 相 独 立 事件 与 互 不 相 容 、 相 容 事件 之 
间 的 区 别 与 联系 

就 独立 事件 而 言 , 它 有 如 下 特征 : 

Q@ 研究 两 个 事件 之 间 的 关系 ; 

@ 所 研究 的 两 个 事件 从 两 次 实验 而 得 到 ; 

@ 两 个 事件 独立 是 指 , 一 个 事件 的 发 生 对 
另 一 个 事件 的 发 生 的 概率 没有 影响 . 

它 与 互 不 相 容 事件 的 区 别 与 联系 为 : 互 不 
相 容 事件 是 指 同 一 次 实验 不 能 同时 发 生 ; 两 个 
事件 独立 是 指 在 不 同 实验 下 , 两 者 互 不 影响 . 
两 个 相互 独立 事件 并 不 一 定 互 不 相 容 , 即 可 能 
同时 发 生 ; 而 互 不 相 容 事件 则 不 可 能 同时 发 生 . 
为 加 深 对 独立 事件 的 理解 , 我 们 通过 实例 , 让 
学 生 在 辨析 中 漠 清 它们 的 区 别 与 联系 , 收 到 不 
错 的 效果 . 

例 一 个 口袋 内 装 有 2 个 白 球 和 2 个 黑 球 ， 
把 “从 中 任意 摸 出 一 个 球 , 得 到 白 球 ” 记 做 事件 
4, 把 “从 剩 下 的 3 个 球 中 任意 摸 出 一 个 球 , 得 
到 白 球 ” 记 做 事件 B， 那 么 , 在 先 摸 出 白 球 后 ， 
再 摸 出 白 球 的 概率 是 多 少 ? 在 先 摸 出 黑 球 后 
再 摸 出 白 球 的 概率 是 多 少 ? 这 里 事件 4 与 事件 
BB 是 相互 独立 的 吗 ? 有 

因为 前 者 的 概率 是 5, 后 者 的 概率 是 3. 这 
就 是 说 , 事件 4 发 生 与 否 对 事件 B 的 发 生 的 概 
率 有 影响 . 因此 , 事件 4 与 BB 不 相互 独立 . 

3. 概 率 加 法 公式 适用 的 范围 与 条 件 

概率 的 加 法 公式 有 两 种 形式 : 
P(AUB)= P(A)+P(B)— P(AN B).…(D) 
P(AUB)= P(A)+ P(B) ee (ID) 

何 时 使 用 公式 (或 4) 虽然 教材 中 也 作 
了 明确 的 说 明 , 当 A4B 入 各 时 ,使 用 (TD); 当 
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AB = @ 时 , 使 用 (GD). 但 者 要 学 生 们 能 真正 
准确 地 使 用 公式 (D、(ID, 最 好 还 是 通过 一 些 
反例 来 辨析 .再 一 个 问题 是 , 学 生 对 于 概率 的 
加 法 公式 的 另 一 个 困惑 是 : 对 于 独立 事件 而 言 ， 
公式 (是否 适用 呢 ? 这 里 的 回答 是 肯定 的 , 教 
材 里 P.95. 例 1 的 第 (2) 小 题 , P.98. 例 5 的 第 (2) 
小 题 就 足以 说 明 这 一 点 . 

二 、 应 加 大 集合 语言 与 事件 间 关 系 互 译 的 
力度 

由 于 事件 是 借助 集合 运算 来 实现 的 , 如 果 
事件 不 能 准确 地 翻译 成 集合 语言 , 那么 解答 概 
率 问题 的 正确 性 就 可 想 而 知 了 . 因此 事件 与 集 
合 语言 之 间 的 互 译 就 成 为 本 章 教学 的 另 一 个 
重点 或 者 难点 了 , 教材 中 虽然 也 出 现 了 这 方面 
的 例题 、 习 题 , 如 P.90. 例 3, P.91. 练 习 1 第 (1) 
小 题 , 但 无 论 例题 还 是 习题 , 起 点 都 比较 高 , 不 
易 被 学 生理 解 、 掌 握 . 教学 中 , 我 们 做 了 如 下 
铺垫 和 补充 . 

1. 事 件 的 集合 语言 表示 

件 召 发 生 


牛 A 与 事件 电 相 等 A=B 


年 及 与 事件 电 至 少 

个 发 生 (和 事件 ) | 
年 有 与 事件 玉生 时 

生 ( 积 事件 ) SL 


牛 A 不 发 生 


牛 A 发 生 而 事件 B 
发 生 


后 A 与 事件 BB 不 相 
容 ( 互 斥 ) 
事件 4 与 事件 B 互 为 
对 立 事件 


2. 事 件 与 集合 语言 间 的 互 译 

就 事件 与 集合 的 语言 互 译 而 言 , 我 们 是 从 
两 个 方面 着 手 . 

其 一 是 由 事件 一 集合 语言 一 文字 语言 的 
翻译 . 这 其 中 翻译 与 表述 的 过 程 , 实际 上 是 对 
问题 理解 、 抽 象 的 过 程 , 对 于 概率 的 学 习 不 但 
必要 而 且 十 分 有 益 . 如 : 

例 设 袋 内 有 10 个 编号 为 1 ~ 10 的 球 , 从 
中 任 取 一 个 , 观察 其 号 码 . 车 事件 4 表示 “取得 
球 的 号 码 是 奇数 ”; 事件 B 表 示 “ 取 得 球 的 号 码 


| 坚 | 坚 | 坚 


盘 


ea 


4 
加 区 


ANMB= 


聊 昨 








其 数学 教学 72-9 


2005 年 第 12 期 
是 偶数 ”; 事件 CC 表示“ 取得 球 的 号 码 为 小 于 5 
的 数 ”, 口述 下 列 事件 的 涵义 : 


(1)AUB; (2) AB; 

(3) C; (4) AC; 

(5) BO; (6)BUCG. 

译 : 大 对 1 ~ 10 号 球 进行 编号 , 分 别 为 
{Wi1, W2, .…, Wio}. 


(1) A UB 表示 取得 球 的 号 码 是 奇数 或 偶 
数 的 事件 ( 即 奇数 、 侦 数 必 有 一 个 发 生 的 事件 )， 
此 事件 是 必然 事件 ; 

(2) 4 已 表示 奇数 、 偶 数 同时 出 现 , 它 是 不 
可 能 事件 ; 

(3)C 表 示 C 的 对 立 事件 , 即 大 于 或 等 于 5 
的 号 码 , C = {We, Wr, We, We, Wio0}; 

(4) 4C 表 示 大 于 或 等 于 5 的 、 偶数 同时 出 
现 , 4C = {We, We, Wio}; 

(5) BC =BUC= {Wi, Ws, Ws, Ws, 
W7，Ws，Wo，W10}, 即 表示 奇数 或 者 大 于 等 
于 5 而 小 于 或 等 于 10 的 数 至 少 一 个 出 现 ; 

(6)BUC= BNC= {Ws, Wr7, Wo), 表 
示 大 于 4 而 小 于 10 的 奇数 . 

其 二 是 事件 (文字 语言 ) 一 集合 
译 与 表述 . 

这 方面 的 问题 比较 抽象 , 有 一 定 的 难度 , 但 
ed 能 力 之 一 , 教 
师 应 当 适 当地 点 拨 与 诠释 

例 大 4、 忆 、 G 是 三 不如 诈 试用 集合 符 
号 表示 下 列 各 事件 : 

(1) 4 发 生 而 BB 与 C 都 不 发 生 ; 


语言 的 互 


和 TT 


(上 接 第 12-14 页 ) 
以 独当一面 . 
虽然 让 学 生 *“ 动 "起 来 是 新 课程 改革 的 一 个 
方向 , 但 是 “ 动 ”" 只 是 课堂 的 形式 , 光 动 起 来 是 远 
远 不 够 的 , 根本 在 于 我 们 要 带 给 学 生 充实 的 精 





pe 


7) A4、B、C 都 不 发 生 ; 

8) A、B、C 不 同时 发 生 ; 
(9) 4、B、C 中 不 多 于 一 个 发 生 
(1) ABT 
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3. 揭示 串 (并 ) 联 电路 一 集合 语言 表示 一 
概率 运算 问 的 关系 

教材 中 , 串 并 联 电路 作为 概率 在 物理 中 的 
应 用 , 设计 了 多 道 练习 题 , 且 难 度 均 较 大 , 很 多 
学 生 看 到 题目 时 , 根本 不 知 从 何 入 手 . 教学 中 ， 
我 们 做 了 适当 的 介绍 与 补充 , 从 教学 效果 来 看 
还 是 比较 令 人 满意 的 . 

设 A、B、C、DD 各 事件 正常 工作 的 概率 
为 P(4)、P(B)、 EC P(D), 则 











正常 工作 的 概率 


P= P(ANBNMCOC) 


P= P(AUBUCOC) 





P= P(AiA> U BiB> 





P=P(DIN(AUB 





UC) Fa D,) 


和 TTT rr rr rr 





神 生活 , 关键 在 于 对 数学 本 质 的 追求 与 探索 ; 
教学 也 不 是 越 动 越 好 ，“ 动 ”会 导致 “ 乱 ”，, 活 而 
不 乱 、 形 散 而 神 不 散 、 动 静 有 序 才 有 课堂 的 规 
范 . 总 之 , 教 无 定式 、 教 无 定 法 , 使 学 生 的 思维 
品质 得 到 发 展 和 提高 才 是 我 们 需要 追求 的 . 
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受益 多 访 
或 与 探索 ” 


313100 浙江 省 长 兴 县 十 城中 学 章 新 金 ， 肖 了 晓 红 


2005 年 3 月 29 日 , 本 人 听 带 教 的 省 老师 上 
华师 大 版 教材 “ 八 年 级 数学 (下) 17.5 实践 与 探 
索 ” 一 课 ， 课 后 ， 就 某 教 学 片段 与 肖 老 师 进 行 
了 深入 的 切磋 和 交流 . 然后 共同 进行 第 二 次 备 
课 , 由 本 人 执教 , 省 老师 听课 , 共同 研究 . 

一 、 徒弟 上 课 

教师 出 示 问 题 1: 学 校 有 一 批复 印 任务 , 原 
来 由 甲 复印 社 承接 , 按 每 100 页 40 元 计 费 . 现 
乙 复印 社 表示 : 阁 学 校 先 按 月 付 给 一 定数 额 的 
承包 费 , 则 可 按 每 100 页 15 元 收费 . 两 复印 社 
每 月 收费 情况 如 图 1 所 示 . 

















O 200 400 600 800 1000 了 


图 1 

根据 图 象 回答 : (1) 乙 复印 社 的 每 月 承包 费 
是 多 少 ? 

(2) 当 每 月 复印 多 少 页 时 , 两 复印 社 实 际 收 
费 相同 ? 

(3) 如 果 每 月 复印 页 数 在 1200 页 左右 , 那 
么 应 选择 哪个 复印 社 ? 

讨论 : 

(1) 图 象 与 坐标 轴 的 交点 及 两 图 象 交 点 有 
什么 实际 意义 ? 

(2) “收费 相同 ”在 图 象 上 怎样 反映 出 来 ? 

“在 前 面 几 堂 课 中 , 我 们 已 经 学 习 了 一 次 函 
数 的 图 象 和 性 质 及 其 简单 地 应 用 , 你 们 能 否 回 
答 教 师 提 出 的 问题 ?分 小 组 讨论 一 下 ”学 生 
分 组 讨论 , 热情 很 高 , 许多 同学 还 用 尺 和 笔 在 











课本 上 画 起 来 , 根据 图 象 很 快 解决 了 所 给 的 问 
题 . 

这 时 教师 又 向 学 生 提出 :两 个 一 次 函数 图 
象 的 交点 还 有 什么 意义 呢 ?” 

学 生 感 到 很 鄂 然 , 冷场 片刻 后 , 教师 又 开 
始 发 话 了 “平时 我 们 班 , 上 课 气 氛 很 活 牙 , 今天 
怎么 啦 ! 是 否 有 老师 听课 而 感到 害怕 了 ?” 

学 生 更 是 鸦 和 省 无 声 ! 

过 好 几 分 钟 后 , 学 生还 是 碰撞 不 出 思维 的 
火花 . 

这 时 老师 只 能 自 言 其 说 :“ 两 个 一 次 函数 图 
象 的 交点 ', 还 可 以 表示 由 这 两 个 一 次 函数 的 
关系 式 组 成 的 方程 组 的 解 .” 然 后 老师 出 示 以 
下 例题 : 


例 和 和 名 万 各 组 和 
y= 二 一 ZX 十 1. 


老师 做 示范 , 先 把 该 题 的 解 题 过 程 在 黑板 
上 演示 一 饥 , 然后 让 学 生 模仿 做 书 上 的 解 方程 
的 练习 题 . 

我 在 学 生 中 间 巡 视 , 发 现 很 多 同学 还 是 用 
代入 法 或 加 减法 来 解 方程 组 , 并 没有 用 图 象 法 . 

二 、 课 后 评析 

课 后 , 我 及 时 和 首 老 师 进行 了 交流 , 共同 
反思 本 和 党 课 的 教学 得 失 . 

首先 肯定 , 肖 老 师 尚 能 抓 住 本 节 课 的 教学 
重点 , 注重 学 生 的 主体 作用 的 发 挥 , 关注 学 生 
的 合作 交流 , 重视 知识 的 应 用 . 但 也 存在 三 个 
不 足 之 处 . 

1. 对 教材 的 把 握 上 

肖 老 师 在 对 教材 的 处 理 上 , 难免 会 出 现 只 
有 “ 承 上 ”( 在 问题 1 的 讨论 和 解决 上 , 学 生 积极 
性 很 高 , 气氛 热烈 ) 而 没有 “ 启 下 ”( 学 生 并 没 











= 
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有 真正 领悟 用 作 函 数 图 象 的 方法 解 二 元 一 次 
方程 组 的 实质 ) 的 局 面 . 导致 大 多 数学 生 仍 用 
传统 的 方法 来 解 二 元 一 次 方程 组 . 

2. 在 教学 方式 上 

在 对 问题 1 的 处 理 上 , 教师 只 是 让 学 生 讨 
论 分 析 , 然后 以 问答 式 来 回答 问题 . 对 解 二 元 
一 次 方程 组 这 个 例题 的 教学 , 教师 仅 采用 示范 
式 

3. 在 问题 的 设计 上 

教师 的 提问 , 使 学 生 丈 二 和 尚 摸 不 着 头脑 . 
究 其 原因 , 是 教师 没有 在 学 生 的 “最 近 发 展区 ” 
处 提出 问题 , 所 提问 题 缺少 一 定 的 梯度 , 过 于 
笼统 . 

三 师 徒 备课 ”师傅 上 课 

1. 呈 现 问 题 情境 

某 种 摩托 车 的 油箱 最 多 可 储 油 10 升 , 加 满 
油 后 , 油箱 中 的 剩余 油 量 y ( 升 ) 与 摩托 车 行驶 
路 程 x ( 千 米 ) 之 间 的 关系 如 图 2 所 示 , 根 据 图 象 
回答 下 列 问题 : 

() 一 箱 汽油 可 供 摩托 车 行驶 多 少 干 米 ? 

(2) 摩托 车 每 行驶 100 千 米 消耗 多 少 升 汽 
油 ? 

(3) 油箱 中 的 剩余 油 量 小 于 1 升 时 , 摩托 车 
将 自动 报警 , 行驶 多 少 千 米 后 , 摩托 车 将 自动 


报警 ? 




















y ( 升 ) 
10 
8 站 
6 
4 
ey (于 米 ) 
O 100 200 300 400 500 多 


图 2 

2. 直观 感知 , 活动 探 完 

第 一 步 , 直观 感知 : 引导 学 生 观 察 图 象 与 
两 坐标 轴 交 点 的 实际 意义 , 图 象 从 左 到 右 的 走 
向 所 反映 的 实际 意义 , 让 学 生 在 脑子 中 很 快 产 
生 “ 摩 托 车 加 满 油 10 升 后 开始 出 发 , 行驶 到 点 
500 千 米 时 油箱 中 剩余 油 量 为 零 .的 直觉 , 进而 
引导 学 生根 据 函 数 的 对 应 关系 , 得 到 摩托 车 行 
驶 过 程 中 , 行驶 路 程 与 余 油 量 之 间 的 对 应 关系 . 
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第 二 步 , 活动 探究 : (1) 活 动 准备 , 课 前 教师 
将 印 有 示意 图 的 白 纸 发 给 学 生 , 学 生 准 备 好 三 
角 板 和 铅笔 . (2) 合作 交流 , 学 生 经 过 小 范围 的 
交流 , 弄 清 变量 之 间 的 对 应 关系 .(3) 动手 “ 画 
图 "， 在 示意 图 上 画 出 摩托 车 行驶 100 干 米 时 
的 余 油 量 之 间 的 对 应 “线段 ”及 油箱 中 的 剩余 
油 量 为 1 升 时 的 摩托 车 行驶 的 千 米 数 之 间 的 对 
应 “线段 ”. 

第 三 步 , 归纳 引申 , 生成 新 知 :经 历 以 上 两 
步 学 习 过 程 , 及 时 引导 学 生 归 纳 通过 获取 函数 
的 图 象 有 关 信 息 , 解决 有 关 实 际 问题 的 策略 是 
必须 明确 两 个 变量 的 对 应 值 的 实际 意义 , 可 通 
过 作 “ 对 应 线段 ”的 方法 近似 得 到 . 考虑 到 学 生 
在 画 “ 对 应 线段 ”时 可 能 出 现 的 误差 , 接着 教师 
投石 问 路 :如 何 根 据 已 知 一 个 变量 的 数值 更 精 
确 求 出 另 一 个 变量 的 对 应 值 呢 ? 说 说 你 们 的 想 
法 ? 显然 学 生 自然 会 联想 到 先 通过 求 一 次 函数 
的 关系 式 , 再 根据 一 个 变量 的 数值 求 另 一 个 变 
量 的 对 应 值 , 同时 会 出 现 强烈 地 参与 热情 ,有 
不 试 不 快 的 感觉 . 

3. 应 用 拓展 , 迁移 提高 

出 示 课 本 上 的 问题 1, 作为 函数 图 象 的 一 
个 实际 应 用 . 在 引导 学 生 讨论 时 , 重点 放 在 两 
个 函数 图 象 的 交点 上 , 充分 理解 这 个 “交点 ”的 
实际 意义 , 动手 画 出 “交点 ”处 两 个 变量 之 间 的 
对 应 线段 , 便于 学 生 直 观 理解 . 在 此 基础 上 , 我 
向 同学 们 进一步 提出 纵向 迁移 性 的 问题 : 

(1) 你 能 否 根 据 图 象 , 分 别 求 出 两 复印 社 每 
月 收费 y (元 ) 与 复印 页 数 x (页 ) 之 间 的 函数 关 
系 式 ? 能 否 利用 函数 关系 式 来 验证 问题 1 中 的 
第 (2) 题 “ 当 每 月 复印 多 少 页 时 , 两 复印 社 实际 
收费 相同 ?” 所 得 到 的 结果 ? 

(2) 两 个 函数 在 交点 处 的 自 变 量 z、 函 数值 
y 是 否 相 等 ? 你 能 发 现 交 点 的 坐标 (800, 320) 
与 两 个 函数 关系 式 联 立 而 成 的 方程 组 


YY 
3 
Y= 


的 解 之 间 的 关系 吗 ? 请 大 胆 猜想 并 加 以 验证 . 
(下 转 第 12-6 页 ) 
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“心动 了 吗 ? 
一 对 新 课程 数学 课堂 教学 几 例 的 一 点 反思 


312030 浙江 省 绍兴 县 柯 岩 中 学 沈 志 勇 


随 着 新 课程 改革 进程 的 发 展 , 新 课程 理念 
已 经 渗透 到 教师 心田 , 教师 的 教学 方式 , 学 生 
的 学 习 方式 确实 发 生 了 变化 . 课堂 教学 进入 了 
一 种 新 的 模式 :学 生动 手 实践 、 目 主 探索 、 合 
作 交 流 . 

教学 中 充分 调动 了 学 生 的 各 种 感官 , 学 生 
在 学 习 过 程 中 “ 动 眼 、 动 耳 、 动 手 、 动 脑 、 动 
情 ”, 课堂 动 起 来 了 . 但 是 活跃 的 课堂 气氛 的 外 
表 下 有 些 现 象 却 发 人 深 省 . 

一 、 眼 动 、“ 心 动 ”? 

案例 1 绍兴 市 优质 课 评 比 《等 腰 三 角 
形 》 片段. 

引入 播放 一 段 录像 :环境 优美 的 别墅 群 ， 
镜头 定格 房 顶 , 引出 等 腰 三 角形 模型 . 

探究 性 质 电脑 演示 : 动画 演示 翻 折 等 腰 
和 A4PC, 重合 . 

点 评 : 为 引入 一 个 等 腰 三 角形 的 模型 , 拍 来 
录像 , 费 尽 周 折 , 是 否 有 杀 鸡 用 牛刀 之 嫌 ? 学 生 
眼 动 起 来 了 , 但 学 生 “ 心 动 * 了 吗 ? 如 果 取 下 初 
一 学 生 佩戴 的 红领巾 不 就 有 同样 的 效果 吗 ? 同 
样 体现 数学 从 生活 中 来 . 或 让 学 生 折 纸 , 前 出 
一 个 三 角形 , 让 学 生 量 两 腰 :………… 再 对 折 , 探 
究 性 质 , 便 是 环 环 相 扣 , 更 能 揭示 本 质 . 

同样 , 在 笔者 听 过 的 《生活 中 的 轴 对 称 》 一 
节 课 中 , 施 教 者 采用 课件 引入 大 量 的 轴 对 称 的 
名 胜 古 迹 、 现 代 的 建筑 , 共同 探究 , 让 学 生 回 答 
这 些 名 胜 、 建 筑 有 什么 共同 的 特点 ? 学 生 甲 回 
答 : “建筑 物 气势 非 几 , 祖国 多 名 胜 .” 令 听课 者 
哑 然 失 笑 . 这 些 “ 动 "只 停留 在 表面 的 热闹 ,而 
实质 上 没有 给 学 生 认 知 上 的 冲突 , 内 心 的 震撼 ， 
理智 的 挑战 , 即 本 文 所 说 的 “心动 ”. 

二 、 手动 、“ 心 动 ”? 


案例 2 《立体 图 形 的 表面 展开 图 》 片段 . 

第 40 分 钟 学 生 练习 :下 面 是 一 多 面体 的 表 
面 展 开 图 , 每 个 面 内 都 标注 了 字母 , 请 根据 要 
求 回答 问题 : (1) 如 果 面 4 在 多 面体 的 底部 , 那 
么 哪 一 个 面 会 在 上 面 ? 

(2) 如 果 面 下 在 前 面 , 从 左面 看 是 面 已 , 那 
么 哪 一 面 会 在 上 面 ? 

(3) 如果 从 右面 看 是 面 C, 面 忆 在 后 面 , 那 
么 哪 一 面 会 在 上 面 ? 











图 1 

课堂 上 教师 用 教具 演示 后 , 再 让 学 生 回答 . 

点 评 : 此 时 真 的 需要 动手 操作 吗 y 此 题 确 
实 有 难度 , 如果 仅仅 依靠 空间 想象 , 对 一 些 学 
生来 讲 很 难 ; 如 果 采 用 实验 的 方法 , 费时 、 又 
受 场 地 材料 的 限制 . 但 是 学 生 做 此 题 是 在 学 习 
了 40 分 钟 相 关内 容 后 提出 来 的 , 学 生 对 此 类 问 
题 的 解决 应 该 已 经 具有 理性 思维 能 力 . 

以 活动 为 载体 的 感性 认识 最 终 应 该 升华 为 
理性 认识 , 培养 理性 思维 能 力 是 数学 学 习 的 核 
心目 标 之 一 .如果 我 们 的 学 生 在 做 这 个 题 时 ， 
还 必须 依赖 动手 操作 , 只 能 说 明 前 面 40 分 钟 的 
活动 , 只 为 “动手 ”而 动 , 未 能 使 学 生 真正 的 “ 心 
动 ”( 理 性 思维 ). 

案例 3 绍兴 市 2004 年 数学 中 考试 卷 第 12 
题 : 如 图 2, 一 张 长 方形 纸 片 沿 4B 对 折 , 以 AB 
中 点 O 为 顶点 将 平角 五 等 分 , 并 沿 五 等 分 的 折 
线 折 普 , 再 沿 CD 剪 开 , 使 展开 后 为 正 五 角 星 
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( 正 五 边 形 对 角 线 所 构成 的 图 形 ), 则 人 和 OCD 等 


) 
\ 7 
\ / 
OO 
人 /2 
O B 





此 题 极 具 创 意 , 解决 这 类 题目 通常 可 以 借 
助 现成 的 材料 , 亲手 操作 , 然后 观察 思考 , 得 出 
答案 . 因此 部 分 教师 后 悔 没 有 让 学 生 带 剪刀 进 
考场 . 

点 评 : 限 于 考场 的 环境 和 条 件 , 难道 真 的 在 
考试 中 剪 剪 拼 拼 ? 难道 下 次 考 测量 教学 楼 的 高 
度 , 我 们 的 学 生 都 跑 到 操场 上 去 一 边 测 量 一 边 
考试 吗 ? 学 生 在 接受 初中 三 年 数学 教学 后 , 已 
经 具备 利用 数学 知识 、 数 学 方法 解决 这 类 问题 
的 理性 思维 . 教师 大 可 不 必 有 不 带 和 剪刀 的 担忧 . 

数学 需要 动手 , 但 “获得 "有 三 个 组 成 部 分 : 
数学 操作 技能 的 形成 、 数 学 经 验 和 思想 观念 , 这 
三 个 方面 共同 决定 数学 学 习 的 质量 , 而 操作 是 
完成 数学 任务 的 一 种 活动 方式 , 最 终 要 获得 的 
是 对 数学 经 验 和 理论 的 理解 、 升 华 和 对 新 理论 
的 内 化 . 

案例 4 轴 对 称 应 用 片段 . 

展示 中 国民 间 艺 术 之 一 一 剪纸 .把 一 张 

纸 经 过 数 次 折 著 后, 用 述 刀 极 去 其 中 一 部 分 , 得 

到 令 人 称奇 的 图 案 . 
活动 :做 一 做 、 




















把 一 个 圆 经 过 对 折 再 对 折 








后 , 用 剪刀 剪 取 一 个 人 (如 图 3), 你 想象 一 
沿 虚 线 剪 下 
图 3 
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下 展开 后 的 平面 图 形 是 什么 ? 展开 后 验证 你 
的 想象 . 

教学 关键 :让 学 生 在 活动 过 程 中 , 感受 到 把 
一 个 图 形 对 折 , 这 个 图 形 是 关于 折 痕 对 称 的 . 
因此 要 得 到 展开 图 , 并 不 一 定 得 打开 图 形 , 只 
要 依照 折纸 的 先后 顺序 , 逐步 倒 推 , 如 图 4, 动 
手 补 出 全 等 (对 称 ) 图 形 . 

















图 4 
练习 : 2004 年 河南 省 中 考题 : 
如 图 5, 把 一 个 正方 形 三 次 对 折 后 沿 虚 线 
剪 下 ， 则 所 得 的 图 形 是 ed dS ne ys ( ) 


























右 下 方 折 ” ”党 庶 线 前 开 
图 5 
| 
(4) 8) (G) (D) 
解决 问题 过 程 : 





A 
pa ee 
B D 


NN eee 
已 F 


图 6 
点 评 :1. 在 教学 中 利用 剪纸 , 环节 设计 合理 ， 
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没有 牵强 附会 ; 自然 地 、 朴 实地 渗透 了 生活 美 、 


2. 学 生 清楚 对 折 重 合 的 图 形 是 关于 折 痕 对 
称 ( 全 等 ) 的 , 这 里 的 数学 知识 是 已 知 的、 外 显 
的 、 明 了 的 . 逐步 倒 推 是 解决 这 个 问题 的 数学 
思想 方法 , 正 是 解答 此 题 的 关键 , 一 旦 掌握 这 
一 方法 , 便 说 明 学 生 能 用 理性 思维 去 解决 这 一 
问题 , 是 对 这 一 认 知 的 升华 , 也 意味 着 这 一 教 
学 的 成 功 . 

我 们 在 数学 活动 中 , 不 能 为 活动 而 活动 , 不 
能 为 迎合 所 谓 的 新 课程 教学 模式 营造 课堂 气氛 
而 活动 . 我 们 在 活动 中 可 以 围绕 以 下 问题 展开 : 
我 们 面 对 什 么 样 的 问题 ? 这 个 问题 引进 的 相关 
概念 、 方 法 是 什么 ”通过 数学 活动 , 感悟 到 哪 
些 数 学 思想 、 方 法 ? 数学 知识 、 思 想 、 方 法 之 
间 的 联系 是 什么 ? 本 质 是 什么 ? 

三 、 情 动 、“ 心 动 ”? 

案例 5 《可 能 还 是 确定 》 片 段 . 

活动 :出 示 “ 拔 苗 助长 "、“ 守 株 待 免 、“ 忽 
棒 麻 成 针 "等 几 幅 图 片 ， 让 学 生 讨论 是 可 能 还 


是 确定 . 








教师 提问 :是 确定 还 是 可 能 ? 这 些 画 给 你 
什么 启示 ? 

教师 在 肯定 学 生 的 答案 后 , 针对 图 片 的 寅 
言 意义 渗透 德育 教学 . 


现场 反馈 :学 生 更 多 的 注意 力 转 移 到 对 寓 
意 的 不 同 见 解 中 . 

点 评 : 这 是 一 笃 数 学 课 , 还 是 政治 课 、 语 文 
课 ? 难道 这 就 是 课程 整合 ? 在 这 里 选取 这 几 个 
例题 来 巩固 概念 , 拓展 外 延 是 否 恰当 ? 

“人 文 精神 "在 数学 课堂 中 的 渗透 , 是 新 课 
程 理念 下 广大 教师 “崇尚 "和 “时 尚 "。 情景 教 
学 、 人 文教 学 是 数学 课堂 必 不 可 少 的 一 个 程 
序 , 但 是 并 不 是 每 节 课 都 能 创设 情境 , 也 不 是 
每 节 课 都 需要 创设 情境 ; 同样 人 文 精神 的 渗透 
也 应 是 自然 的 流露 和 水 到 渠 成 的 展示 .. 过 多 
的 、 矫情 的 情景 创设 、 人 文 渗透 难免 会 掩盖 数 
学 本 质 , 消 弱 数 学 的 魅力 . 就 像 上 例 中 的 几 个 
例子 偏离 了 数学 范畴 , 导致 学 生出 现 偏离 数学 
的 答案 和 思维 . 
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四 、 一 人 人 心动 "、 一 起 “心动 ”? 
新 课程 课堂 教学 中 , 老师 动 辑 讨 论 、 小 组 
合作 . 一般 的 , 较 简单 的 认 知 学 习 任务 只 需 个 
人 独立 自学 或 全 班 教学 即 可 ; 较 复杂 的 、 综 合 
的 学 习 任务 才 采 用 不 同 的 合作 学 习 方式 . 

案例 6 《设计 轴 对 称 图 形 ) 片段 

练习 : 用 四 块 如 图 7 的 瓷砖 拼 成 一 个 正方 
形 . 形成 轴 对 称 图 形 . 跟 你 的 同伴 比 一 比 , 看 谁 
的 拼 法 多 ? 

NN 


图 7 
课 和 活动 :1. 学 生 独 立 创作 . 一 般 学 生 都 能 
创作 出 4~ 5 种 . 
2. 相 互 交流 . 综合 发 现 拼 法 居然 会 有 十 几 
种 . 
3. 小 组 合作 .小 组 汇合 各 种 拼 法 , 找 出 设 
计 这 些 图 案 的 一 些 规律 . 
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图 8 

点 评 :课堂 活动 并 不 是 一 开始 就 合作 , 而 是 
给 学 生 一 定 的 独立 思考 时 间 , 合作 学 习 在 独立 
学 习 的 基础 上 进行 . 

当 遇 到 一 个 问题 首先 应 该 自己 去 面 对 , 去 
想 办 法 解决 , 但 一 个 人 的 力量 难于 解决 这 个 问 
题 , 才 考 虑 寻求 帮助 , 与 人 合作 . 如 果 只 有 合作 
而 缺乏 独立 学 习 , 长 此 以 往 , 学 生 的 自主 学 习 
能 力 将 丧失 , 学 生 走 向 社会 就 会 觉得 无 助 , 难 

(下 转 第 12-9 页 ) 
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如 何 “ 打 的 "最 省 钱 一 研究 性 学 习 教 学 案例 


200052 上 海 市 番 昌 中 学 朱平 


上 海 二 期 课 改 高 中 数学 课本 (试验 本 ) 中 ， 
在 每 一 章 都 设计 了 意味 深长 .颇具 “弹性 ”的 “ 探 
究 与 实践 问题 ”. 本 文 将 结合 高 一 数学 课本 ( 试 
验 本 ) P79 课题 三 “上 海 出 租车 计价 问题 ”, 谈 
谈 自 己 在 教学 过 程 中 的 一 点 作法 和 体会 . 

学 习 目 标 : 

1. 知识 目标 : 学 生理 解 函数 概念 , 掌握 分 
情况 讨论 的 数学 思想 , 会 根据 实际 问题 抽象 概 
括 出 函数 关系 式 . 

2. 能 力 目 标 : 学 生 通 过 研究 实践 活动 , 掌 
握 在 开放 性 环境 中 获取 、 收集 、 处 理 信息 能 力 ， 
包括 发 现 问题 .提出 问题 、 解决 问题 的 能 力 , 表 
述 思 想 和 交流 成 果 的 能 力 等 . 

3. 情感 目标 : 通过 主动 探究 的 实践 活动 ， 
使 学 生 获 得 亲自 参与 研究 探索 的 积极 情感 体 
验 和 主动 求知 、 乐 于 探究 的 心理 品质 . 

课 前 准备 : 

学 生 调查 上 海 出 租车 计价 办 法 : 

起 步 费 10 元 , 可 行 3 干 米 ; 3 于 米 以 后 按 每 
千 米 2 元 计价 , 可 再 行 7 千 米 ; 以 后 每 千 米 按 3 
元 计价 , 途中 停车 每 5 分 钟 按 1km 计 价 . 

教学 过 程 : 

第 一 步 :分 析 变量 之 间 的 关系 

T: 出 租车 的 车 费 与 那些 量 有 关 ? 

S1: 与 行车 时 间 有 关 . 

S2: 与 行车 里 程 有 关 . 

S3: 与 时 间 、 里 程 都 有 关 , 但 与 里 程 的 关系 
更 密切 , 因为 我 几 次 从 家 到 中 山 公 园地 铁 站 都 
是 14 元 或 15 元 , 而 有 时 司机 开 得 快 , 有 时 开 得 
慢 , 似乎 车 费 与 时 间 无 关 . 当然 , 如 果 恰 巧遇 到 
交通 堵塞 , 那么 车 费 会 更 高 些 . 

第 二 步 : 建立 车 费 关于 里 程 的 函数 

工 : 忽略 某 些 非 关 键 的 变量 , 而 使 变量 之 间 











请 


[3 














的 关系 得 到 简化 是 数学 建 模 的 重要 策略 . 
S: 如 果 途 中 停车 等 待 的 时 间 被 忽略 , 我 们 
能 建立 车 费 关 于 里 程 的 函数 关系 : 
We 车 费 y 元 , 则 


x € (0,3] 
rae rz € (3,10] 
24 十 3(zZ 一 10)，7ZE(10, 十 co)， 
10, x € (0,3] 
即 y = 2z 十 4， x €(3,10| 
37 一 6， x € (10, 十 co). 


T: 在 建立 车 费 关 于 里 程 的 函数 关系 时 应 
注意 什么 问题 ? 

S: 注意 分 段 计价 的 问题 和 里 程 的 取 值 范 
围 . 

第 三 步 : 如 何 “ 打 的 "可 以 省 钱 ” (给 出 课题 ) 

T: 如 果 我 们 学 校 距离 浦东 国际 机 场 65 千 
米 , 忽略 等 待 时 间 ,“ 打 的 ”到 浦东 国际 机 场 需 


要 多 少 车 费 ? 
很 多 同学 利用 函数 解析 式 计算 得 3 x 65 一 
6 = 189 (元 ). 
工 : 一 定 要 那么 多 钱 ? 可 以 省 一 些 吗 ? 
几 分 钟 后 





S1: 老师 , 如 果 我 中 途 要 求 下 车 , 重新 叫 一 
辆 出 租车 , 肯定 会 比较 省 一 些 .……… . 

S2: 我 们 发 现 第 一 个 10 千 米 比 后 面 的 10 千 
米 节 省 6 元 ts e 

S3: 因为 平均 每 千 米 车 费 有 3 种 可 能 情况 : 

0 ~ 3 千 米 时 , 3.3 元 / 千 米 ; 

3 ~ 10 千 米 时 , 2 元 / 千 米 ; 

10 千 米 以 上 时 , 3 元 / 干 米 . 

0 ~ 10 千 米 时 , 平均 每 干 米 车 费 2.4 元 , 10 
干 米 以 上 时 单价 最 贵 , 应 该 尽量 避 开 10 干 米 以 
上 的 计价 ……… : 
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S4: 我 的 乘 车 策略 是 每 10 千 米 时 翻 牌 重新 
计价 , 采取 优化 策略 7 次 计价 , 就 是 24 x 6 十 
10 十 4= 158 (元 ), 可 节省 31 元 . 

T: 请 学 生 们 设计 乘 车 策略 , 车 费 最 少 是 多 
少 ? 并 列 出 最 少 车 费 关于 行程 的 函数 关系 式 
(特意 让 四 人 学 习 小 组 的 每 一 名 学 生发 言 ， 以 
考查 合作 学 习 程 度 ). 

S: 设 行程 

T=10n+r,neN,rel0,10), 

每 10 千 米 时 翻 牌 重 新 计价 , 于 是 最 低 车 费 
247 十 10， r € (0,3] 

i ee 

TT: 如 果 按 这 个 乘 车 策略 , 假设 我 们 学 校 距 
离 浦东 国际 机 场 63 千 米 , 忽略 等 待 时 间 , 那么 
车 费 最 少 是 多 少 ? 

Si: 24 x 6 十 10= 154( 元 ). 

T: 还 可 以 更 少 吗 ? 

S2: 取消 最 后 一 次 的 翻 牌 可 以 更 省 ! 因为 
最 后 一 次 的 翻 牌 使 最 后 3 千 米 计价 10 元 , 而 取 
消 最 后 一 次 翻 牌 , 最 后 3 千 米 只 有 9 元 . 即 5 个 
10 千 米 再 加 上 1 个 13 千 米 , 也 就 是 24x5 十 24 十 
3 x 3 二 153( 元 ), 可 以 再 省 1 元 ! 采取 优化 策 
略 6 次 计价 . 

S3: 我 发 现 了 ! 14 千 米 是 个 关键 里 程 . 
为 14 千 米 时 一 次 计价 3x14 一 6 = 36 (元 ), 两 次 
计价 10 千 米 十 4 千 米 也 为 24 二 10+2=36 (元 )， 
因此 它 可 以 作为 是 否 重新 翻 牌 的 分 界线 , 也 就 
是 行程 超过 14 千 米 再 翻 一 次 牌 , 不 超过 14 千 
米 时 不 翻 牌 . 

(同学 们 非常 兴奋 地 、 激烈 地 抢 着 讲 ) 

T: 试 写 出 最 少 车 费 关 于 行程 的 函数 关系 
式 . 经 各 小 组 讨论 和 交流 , 板 演 后 相互 补充 , 得 
到 下 列 结论 : 

设 行程 是 z 公 里 , 车 费 是 y 元 , 令 x = 10n 
+7,n €N,r €|[0,10), 


























10， ey (| 

4 十 27, n=0,r € (3,10] 
2 24n 十 37, n>0,re(0,4 

247 十 4 十 2r， 即 > 0,7r E (4,10|. 
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小 结 : 
T: 那个 同学 能 谈 谈 本 节 课 的 收获 ? 
S1: 我 学 会 了 省 钱 , 我 觉得 学 习 数 学 最 生 
动 的 一 面 就 是 能 和 我 们 的 实际 生活 相 结 合 , 用 
建立 数学 模型 来 解决 实际 问题 , 它 能 让 我 变 得 
聪明 . 

S2: 这 节 课 我 们 通过 独立 思考 , 小 组 讨论 
进行 研究 性 学 习 , 进一步 理解 了 函数 的 三 要 素 
一 定义 域 . 值 域 .对 应 法 则 , 我 对 函数 产生 了 

T: 要 使 模型 更 加 精确 , 还 有 一 些 枝 节 问题 
需要 处 理 , 如 等 待 时 间 , 另外 注意 到 上 海 出 租 
车 的 计 费 系统 是 以 元 为 单位 计价 的 , 有 兴趣 的 
同学 课 后 可 以 通过 调查 ,研究 将 上 述 解析 式 进 
行 完善 (为 各 层次 学 生 提供 探索 空间 ). 

变 式 训练 : 

上 因特网 的 费用 由 两 部 分 组 成 : 电话 费 和 
上 网 费 . 

以 前 上 海地 区 通过 “上 海 热线 "上 因特网 的 
计 费 方式 是 : 电话 费 每 3 分 钟 0.12 元 ,上 网 费 
每 分 钟 0.12 元 , 根据 信息 产业 部 调整 因特网 资 
费 的 要 求 自 1999 年 3 月 1 日 起 , 上 海地 区 上 因 
特 网 的 费用 调整 , 新 的 计 费 方式 是 , 电话 费 每 3 
分 钟 0.16 元 , 上 网 费 每 月 不 超过 60 小 时 , 以 每 
小 时 4.0 元 计算 , 超过 60 小 时 的 部 分 , 以 每 小 时 
8.00 元 计算 . 

(1) 根据 调整 后 的 规定 , 将 每 月 上 因特网 的 
费用 y (元 ) 表 示 为 上 网 时 间 t( 小 时 ) 的 函数 (每 
月 按 30 天 计算 ). 

(2) 某 网 民 在 其 家 庭 经 济 预 算 中 有 一 笔 每 
月 上 网 60 小 时 的 费用 支出 , 资费 调整 后 , 若 要 
不 超过 其 家 庭 经 济 预算 中 上 网 费 支 出 , 该 网 民 
现在 可 上 网 多 少 小 时 ? 

(3) 资费 调整 前 后 的 计 费 方式 哪 一 种 费用 
比较 低 ? 说 明理 由 . 某 网 民 在 其 家 庭 经 济 预 算 
中 有 一 笔 每 月 上 网 60 小 时 的 费用 支出 , 资费 调 
整 后 , 若 要 不 超过 其 家 庭 经 济 预算 中 上 网 费 支 
出 ,该 网 民 现 在 可 上 网 多 少 小 时 ? 

(4) 在 同一 坐标 系 内 画 出 资费 调整 前 后 的 
函数 图 象 , 并 加 以 解释 . 
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“ 售 递 推 关系 的 数列 问题 (高 三 复习 )” 课 例 研 究 


215003 江苏 省 苏州 市 教育 科学 研究 院 祁 平 


一 、 教学 目的 

1. 使 学 生 能 熟练 运用 "和 迭 加 法 “ 迁 乘 法 ” 
来 研究 简单 的 含 二 项 递 推 关系 的 数列 问题 . 

2. 能 运用 化 归 思 想 将 多 项 递 推 关系 的 数列 
问题 转化 为 熟悉 的 易于 解决 的 问题 . 

3. 培 养 学 生 善 于 观察 , 勇于 创新 的 能 力 , 努 
力 拓 展 学 生 的 思维 空间 . 

二 、 教学 过 程 

1. 问题 提出 

教师 : 近 十 年 来 , 含 递 推 关系 的 数列 问题 时 
有 出 现在 高 考试 卷 上 (如 2005 年 高 考 江 苏 数学 
卷 第 23 题 ), 随 着 新 课 改 的 推进 , 这 类 问题 将 成 
为 热点 问题 之 一 , 因为 , 这 类 问题 灵活 性 强 , 需 
要 考生 有 较 强 的 逻辑 推理 能 力 , 综合 运用 知识 
的 能 力 , 以 及 对 数学 思想 方法 的 正确 认识 和 把 
握 . 这 节 课 我 们 一 起 来 研究 这 类 问题 . 

2. 例 题 选 讲 

先 看 一 个 简单 例子 :数列 {aw} 中 , a1 = |， 
an=an1+3 (nz 2), 

你 发 现 了 什么 ? 

学 生 回答 :这 是 一 个 等 差 数 列 , .…………… . 

教师 :将 an = awn-1 十 3 中 的 3 改 为 3”! 即 
为 : 

例 1 (2003 年 全 国 高 考 文科 试题 ) 已 知 数 
列 {an} 中, ai = 1 an = an li 十 3 (n> 
2), 求 {4} 的 通 项 公式 . 

教师 :细小 的 变化 , 给 我 们 很 大 的 思考 空 
间 . 

学 生 用 迭 加 法 给 出 a), = (n > 1), 
教师 强调 迭 加 法 是 基本 方法 , 将 问题 改 为 an = 
an_1 X 3" 1, 用 迭 乘 法 可 求 an 

例 2 (2004 年 全 国 高 考 理 科 试 题 ) 已 知 数 
列 {an} 中 , ai = 二 1, 且 


3 一 上 





Qa2k = a2p_1 + (—1)*, 

Qok+1 = a2k + 39， 

其 中 == 1, 2, 3,…. 

(有 ) 求 a3、as; 

(D 求 {an} 的 通 项 公式 . 

教师 引导 学 生 观 察 : 问题 结构 含 两 个 递 推 
关系 式 , 易 获 得 a3 = 3, as = 13， 如 何 求 an 
呢 ? 

学 生 : 仿 例 1, 用 和 迭 加 法 研究 aak = Qa2k-1 十 
(1)*. 出 现 困难 . 

另 一 个 学 生发 言 ， 认为 还 要 考虑 uak+l = 
ao 十 3*. 为 此 , 得 如 下 过 程 : 

a2 = al 十 (一 1)1， 
a2 十 31， 
Qa4 = a3 + (~—1)’”, 
Q5 一 Q4 十 3 所 


a6 二 05 十 (—1)», 


SQ 
Ww 
| 


ao2k_1 = a2(k_1) 十 3 一 1 

Qa2k = a2k_1 + (—1)*. 

到 加 得 a2 = a1+( 一 1) 二 (一 1)? 二 (一 1)3++ 
十 (一 六 十 31 十 32 十 :十 3 











34 一 1 1xill 1)* 
Q2k = 十 i | 
35 一 2+(-1)* 
三 3 | 
3£—2+(-1l 
Q2k+1 ) 二 3% 


3K+1 平 (—1)* 一 9 


2 
当 n 为 偶数 时 ( 令 n = 2k)， 
3 一 2 十 (一 1 
人 Dl 
当 n 为 奇数 时 ( 令 n = 2k 十 1)， 


a 


12-18 
= 3 区 十 二 一 2 
(0 为数 ) 
. | 2 


教师 : @ 表扬 同学 们 积极 思考 的 热情 , 以 
及 能 在 逆境 中 冷静 地 分 析 问 题 , 勇于 创新 的 精 
神 . 
@ 整体 思考 问题 是 一 种 哲学 方法 . 
@ 刚才 的 解 , 美中不足 是 忽视 了 ai (学 生 
感到 惊讶 , 并 找 出 了 错误 原因 ), 教师 强调 细节 
将 例 1 稍 加 修改 , 就 是 一 道 富有 挑战 性 的 
试题 : 
例 3 (2004 年 重庆 理科 试题 ) 设 数 列 {a} 
满足 al = 2，an+1l 人 2, 3， 
…). 证 明 : >VW 十 T 对 切 正 整数 n 成 立 
1 
学 生 : az = al 十 的 


1 
a3 三 Q2 十 ) 
Q2 





Qn = Qn-1 十 ) 
人 








也 一 工 
相 加 得 
1 1 
Qn 一 Q1 二 ) 
Q2 Qm 一 1 
只 要 证 
1 1 
Qn 一 CQ1 本 = 十 ) 
Q2 Qm 一 1 
> v2n+l1. 
(失败 了 , 全 体 学 生 表情 稍 严肃 ) 
教师 :怎么 办 ? 


“失败 是 成 功 之 母 ", 有 人 认为 刚才 的 方法 
走向 更 瑰 远 的 地 方 了 , 形式 更 复杂 了 . 

再 观察 从 微观 上 观察 ( 根 号 的 启示 ), 可 否 
证 a2 > 2m 十 1 呢 ? 

由 此 想到 将 an+1 = an 十 二 两 边 平方 , 得 

中 41 = 嗓 + 二 十 2 再 用 移 加 法 就 水 到 
渠 成 了 . 

证 明 : 由 递 推 式 得 








1 
om = an-1 十 2 十 7 


有 一 工 
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1 
则 名 = af 十 2 十 三 ， 
Q1 








321 二 0%_2 十 2 十 一 一 ， 
n—2 
a2 一 (nz 2,nEN’). 
Qn—1 
上 述 各 式 相 加 并 化 简 得 


1 1 
2 2 

D(a 
0 一 a1 十 2(7 人 4 





> 22+2(n—1) 
三 27 直 2 
>2n+1(n2z2,neN’). 

又 n = 1 时 , an > V2n 十 1 明显 成 立 , 故 
an > Van+1(n=1,2,...). 

教师 : @ 由 此 看 到 , 如 何 将 陌生 的 问题 (在 
陷入 困境 时 ) 转化 为 熟悉 的 问题 , 观察 是 第 一 
步 . 

@ 一 开始 的 分 析 昌 然 失败 , 但 我 们 还 发 现 
什么 ? 发 现 了 一 道 新 题 , 求证 : 

Ql 十 (二 + > 

( 题 设 不 变 ). 

这 道 新 题 有 一 定 难 度 ， 给 我 们 更 大 的 思考 
空间 , 给 我 们 很 多 启发 . 我 们 要 改进 和 转变 教 
师 的 教学 方式 , 要 关注 学 生 的 学 习 方 式 , 培养 
学 生 科学 的 学 习 方 法 . 

刚才 我 们 研究 的 都 是 二 项 递 推 数列 问题 ， 
略 加 改变 , 可 得 多 项 递 推 数 列 问题 : 

例 4 设 正 项 数列 {4} 满足 于 2(al 十 a2 十 
a3 十 … 十 Qn) te 2, 3,…). 





2n 二 +l1 





四 求证 : 人 + 

(DD) 求 {anj 的 通 项 

教师 : 谁 喜 欢 多 项 关系 式 ? 谁 喜 欢 
多 不 易 控制 ! 我 们 可 干什么 ? 

学 生 :消去 一 些 项 | 

教师 :对 .最 好 能 化 归 为 简单 的 “一 项 递 失 
数列 问题 . 于 是 得 到 下 面 的 解法 : 


复杂 ? 项 


六 
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1 

(D 令 n= 1 得 2a1 =o 十 二, 即 o = 
1 


es Q1 一 1. 


1 
当 n 之 2 时 
2(al 十 ao 十 aa 十 …: 


1 
十 Qn 一 1 十 an) 二 Qn 十 一 ， (1) 


Qn 


2(al 十 aa 十 as 十 …: 








Qn 
(项 数 减少 了 ) 
pn 1 1 
两 边 平方 得 n+ 二 一 2 二 an-1 十 苹 一 十 


1 1 
2, 即 (+ 十 ) (人 十 JS 
0 az _1 


族 { 品 十 十 是 以 2 为 首 项 ,4 为 公差 的 
等 差 数 列 。 

(四 由 (得 on 十 二 = 2+4(n—1)= 
47 一 2， 

1\? 1 

所 以 (+ 起) 二 42， 即 on 十 本 一 
2Vn, 解 得 on 二 Vni 土 Vn 一 1, 

由 网 有 二 一 an 二 Qn-1 十 
an = VNn— Vn—l. 

进一步 品味 : 

@ 阁 无 第 1 小 题 , 你 能 想到 将 (3) 两 边 平 
方 吗 ? 

@ 若 先 猜 后 证 呢 ? 猜 得 a,， = 
Vn 一 1, 我 们 可 以 用 数学 归纳 法 证 明 : 

an 三 Vn 一 Vn 一 1(n 之 1) 成 立 . 

@ 若 从 方程 思想 的 角度 看 , 先 求 5%, = Vn 
就 容易 求 得 ac, 了. 请 同学 们 课外 完成 . 

更 一 般 地 我 们 可 以 研究 如 下 两 个 问题 : 

例 5 (2004 年 全 国 高 考 理科 试题 ) 已 知 数 
列 {an}, 满足 ai = 1, an = al 十 242 十 3a3 十 
十 (nn 一 1)an-1 (n 之 2). 求 {aw} 的 通 项 . 

仿 例 4, 学 生 容 易 得 到 下 面 的 解法 : 

由 已 知 条 件 可 得 














> 0, 故 


Qm 一 1 


V7L 一 
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i 2 wer ee 
+(n — 1)an1 = an, (1) 
让 


+(n—1)an 1 二 man = anr1, (2) 
(2) 一 (1) 得 na = an+l 一 an， 
即 一 上 =n 二 1(n > 2) ( 消 项 使 问题 水 
落石 出 , 这 里 弟 推 关系 式 的 使 用 , 给 我 们 “ 借 水 
行 舟 ”的 感觉 ). 





Q2 
Q4 
和 ) 一 二 4 
于 是 a3 
Q7m 十 1 


U2 
2) (这 是 熟悉 的 问题 ). 
又 oa = 1, a3 = a1+2a2 = 3. 
1)! 
(n+1) (n> 2), 





Qm 十 1 二 

全 

例 6 数列 {an} 的 通 项 为 an = 2n—1(n 

> 
GC 


2005 
二 (n 之 1), 求 2 ci. 
$= 


例 6 作 为 练习 题 ， 由 学 生 自行 解答 . 


C1 C2 C3 








50 二 本 1 3 十 二 3 二 an+l (之 1 外 
C1 C2 C3 Cn—1 
wlatat. ta 二 Qn (n > 2), © 
一 加 得 cn = 2.3?-1(n > 2) (这 是 我 们 
熟悉 的 数列 ). 
当 n = 二 1 时， 由 @ 得 ci 一 Q2 王 3， 
3， (n=1) 
故 cn < 
530=1; (n > 2). 


2005 
Dj c=3+2(3 十 32 十 … 十 32004) 
三 入 


二 1 十 2 (1 十 3 十 32 十 … 十 32004) 
1 — 32005 


=1+2. = 32005. 


一 3 

教师 简要 评 讲 :说 明 通 过 “ 消 项 ”将 复杂 问 

题 化 归 为 “二 项 递 推 数列 问题 ”, 即 通过 化 归 , 使 

复杂 变 为 简单 , 使 陌生 化 为 熟悉 . 强调 化 归 是 
(下 转 第 12-49 页 ) 
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玩味 数学 
200062 


数学 大 师 陈 省 身 曾 作 题词 :“ 数 学 好 玩 ”. 游 
戏 人 人 会 玩 , 各 有 巧妙 不 同 . 是 否 可 以 这 样 玩 
法 :一 玩 描 红 , 使 所 请“ 轧 ” 者 参加 智力 游戏 能 
有 台阶 ; 二 玩 图 表 , 使 “ 数 ” 的 问题 披 上 “ 形 ” 的 
外 衣 ; 三 玩 实验 , 使 演绎 推理 暂 由 合 情 推 理 过 
渡 ; 四 玩 发 现 , 使 新 的 猜想 浮 出 水 面 . 以 上 “四 
玩 ? 是 否 也 能 概括 为 如 下 16 字 操作 诀 : 依 样 画 
蒜 ( 虽 非 克隆 , 参照 有 方 ), 借助 图 表 (图表 、 符 
号 , 双语 齐 下 ), 理性 实验 (大 智 知 电 , 恩 、 智 转 
化 ), 重 在 发 现 ( 大 胆 猜 想 , 小 心 求证 ). 当然 , 此 
外 还 可 玩 电脑 , 促成 “四 玩 ” 与 电脑 牵手 , 争取 
玩 得 更 好 . 

本 文 现 以 解决 一 类 整数 题 为 例 , 探讨 高 中 
生 培 养 创 新 能 力 能 和 否 通过 玩味 数学 , 举重 若 轻 ， 
着 眼 于 “ 趣 "、“ 研 ”, 玩 出 创新 ?尤其 是 探讨 起 
始 阶 段 的 培养 能 否 更 宜 如 此 ? 

例 1 (2005 年 上 海 高 考 第 12 题 ) 用 个 不 
同 的 实数 a1, a2, .… , an 可 得 到 n! 个 不 同 的 排 
列 , 每 个 排列 为 一 行 写成 一 个 n! 行 的 数 阵 . 对 
第 i 行 Qi1, ai ,ain; 记 bi 二 一 Qil 十 2Qi2 一 
3aqi3 十 … 十 (一 1)"nan, 1 = 1,2,3,.…, nl. 
例如 :用 1,2, 3 可 得 数 阵 如 下 , 由 于 此 数 阵 中 
每 一 列 各 数 之 和 都 是 12, 所 以 , b1 十 02 十 … 十 
5 二-12+2xl2-3x12= -24. 那么 本 
用 1, 2, 3, 4, 5 形成 的 数 阵 中 ,D1 十 bz 十- 


b120 一 


1° .2 :3 
小 v3 12 
2 十 吕 
2 3 
2 
3 2 
原样 1: 3! = 6; 
新 球 1: 5! = 120. 


原样 2: 题 给 数 阵 图 ; 
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举重 右 轻 ” 玩 出 创新 


华东 师范 大 学 数学 系 邹 一 心 


新 际 2: 树 形 图 ; 


一 一 5 


4 
3 
i 人 
3... es 
1 < a 
Ds Bs 


原样 3: 每 原 列 各 数 之 和 为 12; 
新 疆 3: 每 新 列 各 数 之 和 为 多 少 ?_ 


re 
数 之 和 数 之 总 和 | 雪 之 和 


6x6 36 一 
en 


|15x i 0 
| 


原样 4: 5 =—-12+2x12-3x12= 
一 24; 
120 
新 台 4: 5 ib; = 二 一 360 十 2 x 360 一 3 x 
=] 
360 +4x360—5x360=—1080. 
因此 本 题 答案 为 —1080. 
有 所 发 现 : 怎样 表达 b;? 


例 2 (1963 年 北京 市 中 学 生 数学 竞赛 题 ) 
设 有 2” 个 球 , 分 成 若干 堆 , 并 设 可 以 任 选 甲 、 
乙 两 堆 , 按 以 下 规则 挪动 : 若 甲 堆 的 球 数 p 不 少 
于 乙 堆 的 球 数 gq, 则 从 甲 堆 中 拿 出 g 个 球 放 到 乙 
堆 中 去 , 这 样 算是 挪动 一 次 . 证 明 : 可 以 经 过 这 
样 的 有 限 次 挪动 , 把 所 有 的 球 合并 成 一 堆 . 

原样 1: 文字 规则 ; 

新 台 1: 规则 翻译 :情况 @ : 如 图 1, 设 甲 堆 
球 数 为 大 数 , 乙 堆 球 数 为 小 数 , 则 从 甲 堆 大 数 中 
拿 出 小 数 放 到 乙 堆 中 去 , 这 称 为 挪动 一 次 . 情 
况 加 : 如 图 2, 设 甲 、 乙 两 堆 球 数 相同 , 则 从 甲 
堆 中 将 球 全 部 拿 出 , 放 到 乙 堆 中 去 , 显然 已 成 
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原样 2: 文字 翻译 ; 
新 台 2: 翻译 图 示 . 


情况 中 








情况 包 








图 2 

原样 3: 赋值 , 不 妨 令 n = 3. 共 23 = 8 球 ; 

新 疆 3: @+@+@ 一 @+@O—>@ 
十 四 一 四 +G; 

或 @+ @ 一 @+G; 

或 @+ > @+ @. 

发 现 1 大 胆 猜想 :假设 当 n = 1, 2,…, 
时 , 2" 个 球 经 挪动 总 能 并 成 一 堆 , 那么 当即 = 
上 十 1 时 , 2 个 球 是 否 也 总 能 并 成 一 堆 呢 ? 

发 现 2 ” 蹊 径 :由 于 2*11 = 2 x 2*, 于 是 想 
到 :能 否 将 上 述 之 球 两 两 捆绑 配对 , 使 2 球 视 作 
1 球 呢 ? 

发 现 3 小 心 排 疑 :把 总 球 分 成 若干 堆 , 若 
其 中 有 些 堆 有 偶数 个 球 , 当然 可 两 两 捆绑 ; 但 
若 有 些 堆 有 奇数 个 球 , 上 且 这 样 的 堆 为 偶数 堆 , 则 
通过 规则 挪动 , 总 可 转化 为 每 堆 为 偶数 个 球 , 然 
后 再 两 两 捆绑 ; 若 有 些 堆 有 奇数 个 球 , 且 这 样 
的 堆 为 奇数 堆 , 即 

十 辣 十 … 十 轿 ， 
奇数 堆 
怎 能 两 两 捆绑 ? 然而 此 事 为 子虚乌有 ! 
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为 此 与 总 球 数 2” 为 偶数 相 矛 盾 . 

发 现 4 本 题 结论 为 封闭 题 , 志 样 改 为 开 
放 题 呢 ? 

例 3 (1991 年 上 海 市 高 考 第 16 题 ) 设 有 编 
号 为 1, 2, 3, 4, 5 的 五 个 球 和 编号 为 1, 2, 3, 4 
5 的 五 个 盒子 . 现 将 这 五 个 球 投 放 到 这 五 个 盒 
内 ,要 求 每 个 盒 内 投放 一 个 球 , 并 且 恰 好 有 两 
个 球 的 编号 与 盒子 的 编号 相同 , 则 这 样 的 投放 





类 的 省 数 为 vod ( ) 
(A)20; (B)30; (C)60; (D)120. 


原样 1: 伴 退 . 设 球 与 盒 非 各 为 5 个 , 而 是 
各 为 4 个 ; 上 且 规 定 不 是 两 个 球 与 盒 分 别 同 编号 ， 
而 是 仅 一 球 与 一 合同 编号 . 














新 球 1: 映射 
Bs BEI 
i 


DO YO DOOY 
发 现 1 中 介 语 言 : 比 抽象 的 具体 , 比 具 体 
的 抽象. 












































令 有 == {(O1, D1), (DO2, D3), (O3, 口 4)， 
(Oa4, D2)}, 
户 = {(O1, D1), (O2, Da), (Os, D2), 












































(Oa, 3)}, 


发 现 2 设 第 i 个 球 投入 第 j 个 盒 , 用 序 偶 
表示 为 4 力 , 于 是 : 

fi = {(1,1),(2,3),(3,4), (4,2)}, 

f2 = {(1,1), (2,4), (3,2), (4,3)}, 


fr = 1{(4,4),(1,2),(2,3), (3, D)}, 

fs = {(4,4),(1,3), (2,1), (3, 2)}. 

原样 2: C1 .Cd = 8; 

新 蒜 2: C2 :C2 = 20. 

因此 , 本 题 应 选 (A). 

发 现 3 ”如何 将 本 题 抓 球 入 盒 的 特殊 问题 
改编 并 推广 为 书籍 归 架 、 住 房 分 配 、 铅 笼 对 
应 、 照 相 选 位 等 更 一 般 化 的 命题 呢 ? 

例 4 设 n 个 正 整 数 , 满足 0 < al < a2 < 
… 之 an, 则 在 2” 个 整数 
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Dts = t1Q1 十 t2a2 十 … 十 tan… (1) 发 现 1 琢磨 规律 . 设 a = 人 2 则 
(其 中 万 取 1 或 -1 i = 1, 2,…, nn) 中 , 问 :至 a 二 一 (Qi 十 Q2 十 … 十 an) 1 个 
少 存在 多 少 个 不 同 的 整数 ? 这 些 不 同 整 数 的 < a+2al 
奇偶 性 特点 怎样 ? < a+2a2 a 
理性 实验 1: 解 复杂 题 思 维 受 阻 , 权 且 人 解 Se 
简单 题 .不妨 设 n = 3, 则 题 简 意 明 : 设 3 个 正 <4 十 20n 
整数 满足 0 < al < aa < aa, 则 存在 2 = 8 个 <4 十 “om 十 201 
整数 <a+2an 十 2a2 a 
2 tiai = tiQi + toQ2 taQ3 ee (2) ee De he 
(其 中 如 、 to、 ts 取 1 或 一 1) 中 ， 问 : 至 少 存 在 多 <w 十 2a 十 2a 1 十 2al 
少 个 不 同 的 整数 ? <w 十 2a 十 2a 1 十 2a2 
理性 实验 2: 解 抽 象 题 思维 受阻 , 权 且 借 0 
助 图 表 . 首先 可 知 存 在 23 = 8 个 整数 . 这 是 由 < at2an 十 2an-1 + 2an-2 
于 妇 只 取 1 或 -1, 因此 , 在 2 种 不 同 元 素 里 取 3 SS g . 
A 2 } 5 
能 从 树 形 图 得 出 : <a 十 2an 十 .… 十 2as + 2a2 
月 E . <w 十 2a 十 …. ee 1 个 
0 =at2 Da = ea (4) 
一 工 
| 发 现 2 琢 麻 结 论 : 由 于 (4) 中 的 每 一 个 整 
ss 数 都 是 (1) 中 的 数 ， 且 各 不 相同 ,所 以 至 少 有 


理性 实验 3: ”孤立 逐个 构 作 新 数 , 然后 将 
此 按 大 小 排序 . 
令 最 小 数 为 a = 一 3 Qi 二 一 41 一 02 一 03， 





3 
最 大 数 为 ai, 于 是 
i=1 
a <a++2al <a+t2a <at+t2a3 
1 个 ss——— ee———/ 
3 个 
<Qw 十 2as 十 2a1 <Q 二 2aas 十 2a2 
一 
2 个 


<Qw 十 2a3s 十 2a2 十 2al 
一 一 


1 个 
=at2 Do mtato ea (3) 
理性 实验 观察 (3) 式 , 得 1 十 3 十 2 十 


1 二 7 个 数 , 是 各 不 相同 的 数 , 上 且 这 些 数 都 是 在 
(2) 中 的 数 , 由 于 a 十 2a1 十 2a2 与 a 十 2a3 可 能 
相等 , 因此 实验 结论 : 至 少 有 7 个 不 同 的 整数 . 
其 奇 、 偶 性 随 着 a 的 奇偶 性 而 定 . 


1 二 + 二 (n 一 1) 十 (n 一 2) 十 … 十 2 十 1 二 1 十 
m2 十 九 十 2 


人 = 个 不 同 的 数 , 且 显 然 
当 为 奇数 或 偶数 时 ，(4) 中 的 数 与 w 同 奇偶 

综观 上 文 , 所 言 载体 虽 仅 限 于 整数 问题 ,但 
管 中 罕 鹏 , 可 见 一 班 ; 而 本 文 开头 所 言 16 字 操 
作 诀 , 其 实 也 可 概括 为 两 句 话 :* 手 段 为 实验 探 
究 , 目标 为 重 在 发 现 ” 

下 文 为 在 玩味 数学 、 玩 出 创新 中 值得 关注 
的 几 个 要 点 : 

1. 对 学 生 的 创新 定位 要 适当 

多 篇 文章 已 大 同 小 异 提 及 : 创新 需 * 四 不 "; 
不 迷信 权威 , 不 人 云 亦 云 ,不 墨守成规 , 不 咀嚼 
剩 便 但 对 于 学 生 如 何 创新 呢 ? 如 果 定位 大 高 
力不从心 , 挫伤 了 积极 性 ; 如 果 定位 太 低 , 放弃 
追求 均 失 了 进取 性 . 因此 ,是 否 学 生 的 创新 只 
要 “三 点 滴 ": 寻 找 问题 有 点 滴 新 发 现 (如 例 1 数 
阵 中 总 数 和 的 面积 求法 ); 解决 问题 有 点 泣 新 
思路 (如 例 2 中 将 球 配对 两 两 捆绑 处 理 , 例 3 中 


n(n+t+1) 
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利用 映射 、 序 偶 处 理 ); 延 拓 问题 有 点 滴 新 进展 
(如 例 4 的 寻找 规律 , 延 拓 结论 ). 

我 们 切 莫 小 看 这 貌似 “不 显眼 ”的 点 滴 . 跳 
一 跳 , 摘 下 果子 一 只 只 , 聚集 就 成 一 框框 . 

2. 对 加 强 逻 辑 推理 的 重视 要 适度 

回顾 历史 , 1963 年 数学 教学 大 纲 首次 提出 
培养 “三 大 能 力 ”, 到 了 1978 年 又 增加 了 “逐步 
培养 学 生 分 析 问 题 、 解 决 问题 的 能 力 ” 2002 年 
又 将 原 “ 逻 辑 思维 能 力 ” 改 为 “数学 思维 能 力 ”， 
这 一 修改 , 决 非 搞 文字 游戏 , 而 是 事 关 本 质 ; 一 
次 次 的 修改 , 认识 上 一 次 次 的 升华 . 

事实 上 , 除了 逻辑 推理 外 , 还 有 归纳 推理 
以 及 类 比 推理 , 虽然 归纳 和 类 比 仅 是 合 情 ( 即 
似 真 ) 推理 , 但 却 是 发 现 真理 的 重要 手段 . 本 文 
中 例 1 使 用 了 类 比 , 例 2、3、4 使 用 了 归纳 而 屡 
奏 凯 歌 , 即 是 佐证 . 由 此 可 见 :逻辑 推理 不 应 成 
为 一 枝 独 秀 . 

当然 , 至 此 话 又 得 说 回来 . 理性 实验 也 仅 
能 表面 解决 一 个 “ 疑 " 字 . 唐诗 中 有 “.… 疑 是 地 
上 霜 …” 见 光 疑 霜 , 得 出 猜想 , 通过 “ 举 头 ”( 望 
月 ) 否定 猜想 为 真 , 并 诱发 联想 (故乡 ). 而 在 数 
学 上 对 于 “ 疑 ? 的 彻底 解决 还 靠 “ 证 明 ”. 因此 必 
是 演绎 与 非 演绎 的 有 机 结合 . 

3. 对 形式 化 的 符号 语言 要 适应 

由 于 素质 教育 的 核心 是 创新 , 而 创新 的 源 
泉 是 实践 , 因此 , 到 了 高 中 数学 仍 不 应 排斥 使 
用 实验 , 当然 , 思维 层次 与 小 学 、 初 中 不 同 , 而 
是 偏重 理性 实验 . 

这 里 , 需要 防止 惯性 滑坡 :习惯 了 实验 , 懒 
惰 了 思维 ; 习惯 了 形象 , 陌生 了 抽象 , 从 一 个 极 
端 滑 到 了 另 一 个 极端 . 

事实 上 , 创新 路 上 往往 最 大 障碍 是 形式 化 
的 符号 语言 , 而 这 却 是 不 得 不 攻克 的 一 个 堡垒. 


mr OrOrOrOrOrOrrrOrOrOrrOrOrrr rr 


(上 接 第 12-26 页 ) 
得 OG 1 PB, 又 PB = 





06. BB = 1 tiv =0,h= Ro, 所 以 


PA= VOLT =a,Wmk=1. 
反之 , 当 k = 1 时 , 三 棱锥 O 一 PBC 为 正 
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在 数学 教学 中 , 虽然 不 能 处 处 讲究 形式 化 , 这 
不 可 能 , 也 不 必要 , 非 形 式 化 应 当 有 其 一 席 之 
地 , 但 是 , 数学 的 发 展 靠 的 是 形式 化 . 由 于 对 数 
学 的 研究 , 归结 为 对 各 模式 的 研究 , 而 对 模式 
的 研究 又 归结 为 对 各 形式 化 符号 语言 的 研究 ， 
因此 , 对 于 数学 中 适度 形式 化 的 符号 语言 必须 
化 大 力气 去 适应 它 、 掌 握 它 , 否则 数学 学 习 将 
才 步 难 行 . 

4. 与 玩味 数学 相应 的 教学 方法 要 适合 

所 谓 适 合 , 大 体 上 指 不 搞 教 学 一 刀 切 , 不 
搞 授 课 一 言 堂 , 不 搞 选 题 一 元 化 . 

为 此 , 要 与 因材施教 相 结合 , 这 个 老 口 号 
仍 未 过 时 , 例如 防止 抓 了 学 习 优 秀 生 , 丢 了 学 
习 “ 晚 熟 " 生 , 欲 速 则 不 达 ， 又 可 与 教学 民主 相 
结合 , 容器 可 以 “ 灌 ”, 求 异 思维 、 发 散 思 维 等 
依靠 “ 诱 '; 解 题 应 由 仅 重 结论 转 为 同时 也 重 过 
程 , 重视 交流 , 师 生 互 动 ; 此 外 , 还 可 与 研究 性 
学 习 、 课 内 与 课外 相 结 合 , 一 般 可 由 教师 提出 
若干 课题 , 让 学 生 挑 选 , 课题 多 元 , 利于 各 类 学 
生 分 层 选 题 . 

参考 文献 

[1] 2005 年 全 国 普通 高 等 学 校 招 生 统 一 考 
试 上 海 数 学 试卷 与 解答 要 点 . 数学 教学 . 2005 
年 第 7 期 . 

加] 邹 一 心 .抽象 概括 能 力 的 培养 . 全 国 二 十 
三 省 市 数学 能 力 培 养 学 术 研 讨 会 论文 集 . 
P.25. 浙江 大 学 出 版 社 . 1991 年 . 

3] 张 英 宕 、 分 一 心 编著 . 现代 数学 与 中 学 
数学 . P.71. 上 海 教育 出 版 社 . 1990 年 9 月 . 

引 张 芮 宙 i、 赵 小 平 . 当心 “去 数学 化 ”. 数 
学 教学 . 2005 年 第 6 期 . 

5] 顾 冷 沅 . 现代 背景 下 的 数学 教育 . 数学 
教学 . 1997 年 第 1 期 . 














mrOrOrOrOrOrOrOrOrOrrrr rr rr rr rr 


三 棱锥 , 故 O 在 平面 PBC 内 的 射影 为 APBC 
的 重心 . 

点 评 : 空间 向 量 作 为 一 种 工具 在 立体 几何 
中 已 得 到 广泛 应 用 , 尤其 是 对 空间 线 线 、 线 面 
关系 较 复 杂 , 或 空间 想象 能 力 要 求 较 高 , 或 具 
有 动态 的 问题 , 更 显示 它 的 优越 性 . 
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立体 几何 中 的 动静 交织 
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运动 与 静止 是 物理 学 永恒 的 话题 ,唯物 辩 
证 法 认为 运动 是 绝对 的 , 静止 是 相对 的 . 在 作 
为 基础 学 科 的 数学 领域 中 , 尤其 是 立体 几何 中 
也 普遍 存在 着 绝对 运动 和 相对 静止 的 辩证 统 


在 立体 几何 中 我 们 常常 会 遇 到 这 样 一 类 问 
题 : 除了 固定 不 变 的 线 线 、 线 面 、 面 面 关系 外 
还 渗透 了 一 些 “ 动 态 "的 点 、 线 、 面 元 素 ， 这 
类 问题 我 们 称 为 “动态 "问题 , 它 给 静止 的 立体 
几何 题 赋 子 了 “生命 "的 活力 ， 同 时 , 由 于 ' 动 
态 "的 存在 , 也 使 立 几 题 更 趋 灵活 , 更 具 挑战 性 
从 而 加 强 学 生 的 空间 想象 能 力 和 分 析 问 题 能 力 
的 培养 . 本 文 从 四 种 不 同 的 角度 来 探究 这 类 动 
态 问题 

1. 化 “ 动 " 为 "种 ” 

例 1 如 图 1， 已 知 正四 楼 村 ABCD- 
41B1C1D1, 点 P 为 楼 DD1 的 中 点 , 且 441 = 
24B. 若 点 MM 在 侧面 BB1C1C 及 其 边界 上 运 
动 , 并 总 保持 4M 1 BP, 试 确定 动 点 M 的 位 
置 . 





分 析 : 由 于 M 是 动 点 ， 要 使 4M 1 BP 
(4M 为 动 直线 ), 问题 较 难 求解 , 但 在 运动 中 
往往 存在 着 有 条 件 的 、 相 对 的 静止 , 不 妨 来 分 
析 一 下 动 直线 4M 所 具有 的 特性 , 根据 线 面 重 
直 的 性 质 容易 发 现 动 直线 AM 必 在 垂直 于 直 
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线 BP 的 平面 上 , 此 平面 过 定点 4( 此 平面 是 
定 的 ). 故 问题 转化 为 求 出 过 4 点 且 与 BP 垂直 
的 截面 , 此 截面 与 侧面 BB1C1C 的 交 线 即 为 动 
点 如 的 轨迹 . 

分 析 : 由 于 以 是 动 点 , 要 使 4M 1 BP 
(4M 为 动 直线 ), 问题 较 难 求解 , 但 在 运动 中 
往往 存在 着 有 条 件 的 、 相 对 的 静止 , 不 妨 来 分 
析 一 下 动 直线 4M 所 具有 的 特性 , 根据 线 面 重 
直 的 性 质 容易 发 现 动 直线 AM 必 在 垂直 于 直 
线 BP 的 平面 上 , 此 平面 过 定点 4( 此 平面 是 
定 的 ). 故 问题 转化 为 求 出 过 4 点 且 与 BP 垂直 
的 截面 , 此 截面 与 侧面 BB1C1C 的 交 线 即 为 动 
点 如 的 轨迹 . 

由 正四 楼 柱 性 质 容 易 发 现 4C 二 平面 
BDD1B1, 所 以 AC 上 BP, 取 BBi 中 点 Q， 
取 A41 中 点 ,连结 BR、AQ、QC， 因为 
AA1 = 24B, 所 以 AQ 上 BR 又 PR | 平 
面 441B1B, 根据 三 垂 线 定理 可 得 4C 上 BP， 
从 而 得 BP 上 平面 4CC, 故 当 动 点 M 在 线段 
QC 上 时 , 都 有 AM 上 BP. 

点 评 : 恩格斯 运动 观 认 为 :“ 运 动 应 当 从 它 
的 反面 , 即 静 止 中 找到 它 的 度量 ”. 利用 三 垂 线 
定理 、 射 影 定理 、 线 面 垂 直 的 性 质 等 在 动态 问 
题 中 提炼 一 些 不 变 的 、“ 静 态 ”" 的 量 , 从 而 转化 
为 相对 静止 的 量 之 间 的 关系 问题 以 达到 解 古 
目的 , 这 是 解决 立体 几何 中 动态 问题 的 最 基本 
的 思想 方法 . 

例 2 如 图 2, 已 知 矩 形 4BCD, PA 1| 平 
面 4C 于 点 4, AM, 入 分 别 是 4B、PC 的 中 点 ， 
(1D) 求 证 MN 上 4B; (2) 名 平面 PDC 与 平面 
4BCD 所 成 的 二 面 角 为 9, 能 否 确定 0, 使 得 直 
线 MMN 是 异 面 直线 AB 与 PC 的 公 重 线 ? 者 能 
确定 , 求 出 0 的 值 , 若 不 能 确定 , 说 明理 由 . 
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图 2 

分 析 : (1) 连 结 4N、BN, 根据 PA 上 平面 
4C, 底面 4C 是 矩形 , 易 证 和 人 PAC 和 人 PBC 
为 Rt 三 角形 , 因为 N 是 PC 中 点 , 所 以 AN = 
BN, 又 M 是 4B 中 点 , 故 4B LMN. 

此 题 也 可 通过 线 面 垂直 来 证 : 取 CD 中 点 
五, 可 证 4B 垂 直 平 面 MNH, 故 AB | MN. 

(2) 由 于 PA J 平面 4C, CD 上 4D, 所 以 
CD 1 PD, 故 ZPDA 就 是 二 面 角 P-CD-A 
的 平面 角 09(9 为 变量 ), 随 着 0 的 变化 MN 与 
AB 的 垂直 关系 不 变 , 但 与 PC 所 成 的 角 将 随 
着 变化 . 假设 能 确定 9, 使 得 直线 MN 上 PC 
(此 时 9 暂时 固定 ), 连结 PM、MC, … 六 是 中 
点 , “. PM = MO, 易 证 人 人 PAM 和 人 CBM,， 
“. AP = BO, ** BO = AD, .. PA = AD, 
此 时 0 = 45°. 可 见 只 要 当 9 = 45° 时 ,， MN 即 
为 异 面 直线 4B 与 PC 的 公 垂 线 . 

例 3 如 图 3, 在 几何 体 4BC 一 A1BiC1 
中 , 三 角形 4BC 的 面积 为 9, AA1、 BBi、 CO1 
都 垂直 于 平面 4BC, 它们 的 长 度 分 别 记 为 加 、 
h2、hs, 且 它 们 之 和 为 定 值 a, 试用 a 和 5 的 代 
数 式 表示 此 几何 体 体积 . 


图 3 

分 析 : A441、BB1、CO1 是 变动 的 量 , 致使 
问题 很 难 求解 . 

但 在 运动 中 又 包含 着 暂时 的 、 有 条 件 的 相 

对 静止 . 不 妨 暂 有 旦 固定 AA1, BBi, CC1, 然后 
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由 已 知 点 和， B,C 构造 缚 助 平面 ,将 几何 体 分 
测 成 三 柜 锥 4 一 4BC 与 四 楼 能 4-BCC1B1 
由 已 知 易 知 三 核 锥 体积 为 之，(h1 为 变量 ) 
作 4 上 BC 于 D, 易 知 4D | 平面 BCC1Bi， 
441，BB1 都 垂直 于 平面 4BC, 故 AA1// 
BBi, 441// 平 面 BCC1B1,，AD 即 为 点 4 到 
he 的 距离 . 人 的 面积 
等 于 了 BC(BB1+C01), 5 = 了 4DxBC, 所 


以 四 榨 锥 体积 等 于 34D|3BC(BB1+CC1) 
3S(n 十 hs) (hz 十 hs 为 变量 ), 故 几 何 体 的 


体积 为 5S(hi + ha 二 hs) = Sa 

点 评 相对 静止 是 事物 存在 和 发 展 的 必要 
条 件 . 在 解 题 过 程 中 , 我 们 常常 把 有 些 动态 加 
是 看 作 暂 时 的 、 有 条 件 的 或 相对 的 蓄 止 , 逆向 
思考 , 致使 线 线 、 线 面 等 关系 较 明朗 化 

2. 以 < 动 " 制 < 动 "， 利 用 极限 思想 

例 4 如 图 4 正三 楼 欠 5 - 4BC, 其 相 
邻 两 侧面 所 成 的 二 面 角 为 a, 则 aw 的 取 什 沧 转 


图 4 图 5 

分 析 : 此 题 若 设 底面 边 长 为 z, 侧 楼 长 为 y， 
作出 相 邻 两 侧面 所 成 的 二 面 角 a, 利用 余弦 定 
理 把 cos a 表示 成 关于 x、y 的 关系 式 , 再 用 代 
数 方法 求 出 cos a 的 取 值 范围 , 问题 显得 很 复 
杂 , 而 且 难 度 较 大 . 根据 正三 楼 锥 的 性 质 , 不 妨 
把 底面 正 A4BC 固 定 , O 为 人 ABC 的 中 心 (0 
为 定点 ), 若 考 虑 顶点 9 (3 为 动 点 ) 的 两 种 极限 
状态 , 当 5S 沿 射线 O05 运动 , 无 限 趋 近 于 O 点 
时 , 两 侧面 ASBC 与 AS4C 逐渐 趋向 底面 的 
人 和 人 BOC 与 人 AOC, 它们 所 成 的 二 面 角 大 小 趋 
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近 7( 定 值 ); 当 顶 点 5S 沿 射线 O05 向 无 限 远 运动 
时 (如 图 5), $4、5B、SC 趋向 于 互相 平行 日 垂 
直 于 底 面 , 则 三 棱锥 趋向 正三 棱柱，a 趋 近 于 
了 ( 定 值 ) 故 了 <a<n. 

点 评 : 运用 运动 观点 、 极 限 的 思想 去 观察 、 
分 析 、 人 处理 问 题 , 可 收 到 意 想不到 的 效果 . 

3. 引进 参数 , 利用 代数 方法 

例 5 (2004 全 国 高 考 浙江 卷 ) 如 图 6, 已 知 
正方 形 A4BCD 和 和 矩形 ACEF 所 在 的 平面 互相 
垂直 , 4B=V2, AF=1, M 是 线段 BF 中 点 . 

(1) 求 证 :AM// 平 面 BDE; 

(2) 求 二 面 角 和 4 一 DF 一 B 的 大 小 ; 

(3) 试 在 线段 4C 上 确定 一 点 也, 使 得 PF 
与 BC 所 成 的 角 是 60°. 





图 6 

分 析 : (1) 记 AC 与 BD 的 交点 为 0, 连 2 
BO， 易 证 AM/OE， 从 而 可 得 AM/ 平面 
BDE. 

(2) 过 4 作 4H | DF 于 太 , 连结 BH, 由 
AB 1 AD, 4B 1 AF, 可 得 4B | 平面 
4DP, 根据 三 垂 线 定理 易 证 BH 上 DF, 从 
而 和 AHB 即 为 所 求 , 易 求 得 其 大 小 为 60?. 

(3) 要 使 异 面 直线 BC 与 PF ( 动 直线 ) 所 成 
的 角 为 60°”, 不 妨 暂 有 旦 固定 卫 点 , 平移 定 直线 
BC, 作出 异 面 直线 所 成 的 角 :过 P 作 PQ//BC 
交 AB 于 Q, 则 PQ 上 L AB, 有 是 LFPQ 为 PF 
与 BC 所 成 的 角 ( 人 PPQ 是 变量 )， 故 此 问题 
可 转化 为 当 人 FPQ = 60° 时 , 求 动 点 书 的 位 
置 , 不 妨 设 PC = x (0 < x < 2) (72 为 参数 ), 又 
APQ4 为 等 腰 直 角 三 角形 , 从 而 PQ= 0 

Zz), 由 PQ 1 4B, PQ 1 AF, 得 PQ 工 平面 

ABF, .. PQ 1 QF. 

在 Rt 人 AFAP 中 , PF = 
若 LFPQ = 60°, 则 PF = 2PQ. 


(2 一 7X)2 十 1， 
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即 2-2 ?+1=2x 3 (2-2), 

“. 7 二 1 或 x = 3( 舍 去 ), 即 点 已 是 4C 中 
点 . 

点 评 : 立体 几何 题 中 经 常会 涉及 到 角度 、 
距离 、 面 积 、 体积 、 最 大 值 、 最 小 值 的 计算 , 很 
多 情况 下 , 我 们 可 以 把 这 类 动态 问题 转化 成 目 
标 函 数 或 方程 , 从 而 利用 代数 方法 求解 . 

4. 利 用 空间 向 量 , 化 难为 易 

例 6 (2005 年 全 国 高 考 浙江 卷 ) 如 图 7, 在 
三 棱锥 已 -4BC 中 , 4B 1 BC, 4B = BC = 
kPA, 点 O、 DD 分 别 是 4C、PC 的 中 点 ,OP 上 
底面 ABC. 

(1) 求 证 : OD/ 平面 PAB; 

(2) 当 k= 5 时 , 求 直线 PA 与 平面 PBC 
所 成 角 的 大 小 ; 

(3) 当 取 何 值 时 , O 在 平面 PBC 内 的 射 
影 恰 好 为 APBC 的 重心 ? 





图 7 
分 析 : 此 题 略 用 传统 方法 来 解 , 则 难度 较 


大 . 若 利 用 空间 向 量 , 则 线 线 关系 、 线 面 关系 
显得 明朗 化 , 尤其 是 第 (3) 小 题 :由 于 OP 上 平 
面 4BC, 04 = 00, 4B = BC, 所 以 OA 1 
0B, 0A 1 OP, 0B | OP, 以 0 为 原点 , 射 
线 OP 为 非 负 z 轴 , 建立 空间 直角 坐标 系 O 一 
zyz, 不 妨 设 4B = a (a 为 参数 ), 则 4 (¥. 


5 
Sd | 


00).2 0 Po0, 

设 OP = 广 ( 信 为 参数 )， 则 P(0,0, 门 ， 

weacmascf- v2。 1 oe 
3 


Qi Q,5 


溃 OG 


小 由 OG 上 平面 PBC 
(下 转 第 12-23 页 ) 
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自由 向 量 在 空间 四 边 形 中 的 应 用 


200011 上 海 市 大 同 中 学 陈 兴 义 


正如 文 (1) 所 说 :“ 在 我 国 的 中 小 学 教学 内 
容 中 , 1992 年 上 海 编写 的 一 期 教材 是 比较 早 
地 写 入 向 量 知识 的 , 以 向 量 为 工具 解决 立体 几 
何 的 方法 , 成 为 解决 计算 题 和 证 明 题 的 ' 通 性 通 
法 ,大 大 降低 了 解 题 的 技巧 性 , 深 受 广大 师 生 
的 认可 和 欢迎 .” 

当时 的 一 期 教材 "初步 尝试 应 用 向 量 的 内 

只 求 异 面 直线 所 成 的 角 的 大 小 等 , 由 于 启用 

了 一 种 新 的 处 理 方式 , 而 且 思 路 简洁 、 有 效能 
算 , 所 以 学 生 对 立体 几何 的 学 习 , 充满 信心 、 心 
情 愉悦 , 不 再 为 “ 巧 添 辅助 线 而 悉 眉 若 脸 . 

如 今 的 一 期 教材 "在 一 期 教材 "的 基础 
上 , 又 迈 出 了 可 喜 的 一 步 , 教材 又 引进 了 平面 
的 法 向 量 , 这 样 立体 几何 中 所 有 的 距离 和 角 的 
问题 , 都 能 通过 向 量 计算 得 出 . 正如 吴 文俊 先 
生 所 说 :为 了 使 中 学 几何 “腾飞 ”, 必须 采取 “ 数 
量化 "的 方法 , 也 就 是 要 及 早 地 引入 坐标 , 使 几 
何 "解析 化 ， 使 几何 可 以 计算 . “二 期 教材 ” 立 
体 几 何 教 材 设 计 正 是 体现 了 这 样 的 指导 思想 .. 

以 往 的 立体 几何 问题 常常 是 给 出 一 定 的 几 
何 条 件 , 通过 逻辑 推理 、 演 绎 论证 得 出 需要 证 
明 的 几何 结论 ; 现在 应 用 向 量 处 理 立体 几何 问 
题 , 常 把 一 定 的 几何 条 件 通 过 基 向 量 , 转化 为 
向 量 关系 式 , 运用 向 量 基本 运算 即 加 法 、 数 乘 、 
内 积 、 外 积 等 , 再 转化 为 新 的 向 量 关 系 式 , 使 
得 要 求 的 几何 结论 得 以 解决 . 

下 面 例 谈 应 用 自由 向 量 , 来 处 理 空间 四 边 
形 中 的 几何 问题 . 

1. 证 明 空间 四 边 形 中 三 点 共 线 或 三 线 共 点 
问题 

例 1 如 图 1， 在 空间 四 边 形 4BCD 中 ， 
M、NN 分 别 是 4B、CD 的 中 点 , PP 是 线段 MN 
的 中 点 , @ 是 人 BCD 的 重心 , 求证 : A、P、Q 


三 点 共 线 . 





图 1 


分 析 : 在 空间 合理 地 选取 一 组 基 向 量 , 将 
AP 和 AG 按 此 基 向 量 分 解 ， 若 能 证 明 AP// 
4G, 即 证 明 AP = 和 4G (As R), 找到 实数 
入 , 问题 得 到 解决 

证 明 : 4G = 4B + BO= AB+ BN 




















一 全 一 一 


由 于 4B、AC、AD 是 一 组 不 共 面 向 量 ， 
由 外 、@@ 可 得 , 4 = =4P, 即 40/4B, 即 
A、P、Q 三 点 共 线 . 

例 2 如 图 2, 在 空间 四 边 形 4BCD 中 ,点 
巨 .、.G、H、IT.J 分 别 是 4B、 DC、 BC、 AD、 
AC、 BD 的 中 点 , 求证 ， 玉 G、 BEF、IJ 相交 于 
一 点 O, 是 O 点 平分 线段 HG、EF.IJ. 

解 : 设 吾 G 的 中 点 为 已 , EF 的 中 点 是 忆 ， 
TJ 的 中 点 是 忆 , 则 由 已 知 条 件 可 得 ， 


一 一 人 


AP = 了 (AB + AC+ 40), 




















12-28 
图 2 
py 1 > > > 
AB = 7 (4B+ AC+AC), 
2B = (B+ A0+ 240), 





所 以 AP = 4B = AB,, 

即 已 、 书 、 肠 重合 为 一 点 O. 

瑟 G、BF、IJ 相 交 于 一 点 O, 是 O 点 平分 
线段 HG、EF、 IJ. 

2. 活 用 向 量 内 积 的 变形 式 , 求 空 间 四 边 形 
中 的 角 ( 包 括 线 线 成 角 、 线 面 成 角 、 面 面 成 角 ) 

2.1 判断 空间 四 边 形 中 角 的 范围 问题 

例 3 如 图 3， 在 空间 四 边 形 4BCD 中 ， 
LBAC = LCAD = LDAB = 90。 判断 


人 BCD 的 形状 . 
A 
B D 
C 

图 3 

分 析 : 在 ABCD 中 有 
BC .BD >0 < (BC, D) E (0,3); 

一 一 ”一 一 一 一 一 一 nT 
BC .BD <0 < (BC,BD) < (5,7); 
一 一 ”一 一 一 一 一 一 nT 
BC DBDD = 0 < (BC De 


解 : 由 已 知 条 件 ，ZB4C = LCAD 
2D4B = 90°, 可 得 4B .AC = AC .4D = 
AD .AB =0, 

又 因为 0B = 4B - 4C， 

CD = 24D -AC, 

% > % > > 
CB.CP = (4B- 20) | (4D- 46) 
~ AB.A4D -AB.AC- AC.4D 

一 一 ”一 一 
+AC. AC 

一 一 
=|AC|? > 0， 
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所 以 ZBCD 是 锐角 , 同 理 可 得 人 DPC 和 
CDPB 都 是 锐角 , 即 得 ABCD 是 锐角 三 角形 . 

2.2 证 明 空 间 四 边 形 中 线 线 垂直 

例 4 如 图 4， 在 空间 四 边 形 PABC 中 ， 
PA 1 PB, PB | PC, PC | PA, PA= 
PB = PC =a > 0,G 是 和 人 PAB 的 重心 , EB 
是 BC 上 的 一 点 ，BE : EC = 1 : 2, 求证 : 
GE 1 BC, HGE LL PG. 
P 


E 


图 4 
解 : 由 题 意 可 得 , PA 上 PB, PB 上 PC， 
PC 1 P4， 








So 
。 于 
NL 
1 A 




















一 一 
+PB 

从 而 GE 1 BC, HGE 1 PG. 

2.3 确 定 空间 四 边 形 中 点 的 位 置 

例 5 如 图 5， 在 空间 四 边 形 04BC 中 ， 
OA、OB、BC 互相 垂直 , 是 0OA = 0B= BC 
MN 上 4B, 判断 点 AM 的 位 置 . 

解 : 设 4M :AB = 入 :1 则 

一 一 人 一 -一 

AM = 入 4 已 ， 

一 一 全 一 一 一 一 

OM = (1— MOA+AOB, 
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心 
Q 


M 


图 5 
因为 4B = 0B- 0h,MN 1 AB, 
所 以 MN 1 AB, 得 

一 一 一 ”一 一 











MN.AB=0, 
一 一 1 一 人 一 一 
即 区 DO41 G OB+ 50 
(0B-04)=0, 
> ra » 
又 由 |04|=|10B|=|BC|=1 及 





所 以 了 -入 +1 一 入 = 0 解 得 = 3, 得 
到 4M :AB=3:4. 

2.4 求 空间 四 边 形 中 线 线 成 角 大 小 

例 6 如 图 6, 在 空间 四 边 形 94BC 中 , SA 

SB = SC =-au>0 LASB = LBSC 
二 LCS5A = 90°%, M、N 分 别 是 4B 和 5C 的 
中 点 , 求 异 面 直线 SM 和 BN 所 成 角 的 大 小 . 
S 


> 
M 
B 
图 6 
分 析 : 求 异 面 直线 SM 和 BN 所 成 角 的 大 

小 , 只 需求 出 向 量 51 与 3N 所 成 的 角 即 可 
但 是 需要 注意 的 是 异 面 直线 所 成 角 的 范围 是 
(0, |, 两 个 向 量 所 成 角 的 范围 是 [0,7]. 
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解 : 由 已 知 条 件 可 得 ， 
SM = 5 ( 列 +5 )， 








x > 1 > 
BN= SN- 5B=355C -5D, 
又 因为 4SB = LBSC = LCSA = 





90°, 得 
SA.5B=5A.5C = 5C.5B=0, 
ss ,BN 
cos(SM, BN) se 
ISM| .|BN| 


5 

即 向 量 SMM 与 BN 所 成 角 大 小 为 

To— Aarccos ee 

所 以 异 面 直线 SM 和 BN 所 成 角 的 大 小 为 
pee 

2.5 求 空间 四 边 形 中 线 面 成 角 大 小 

例 7 如 图 7， 在 空间 四 边 形 954BC 中 ， 
LASB = 60°, LASC = 45°, LBSC = 90°, 


求 直线 $4 与 平面 $BC 所 成 角 的 大 小 . 
8 


图 7 
分 析 : 求 出 平面 SBC 的 单位 法 向 量 而 = 
SBxSC 


一 一 一 +-， 可 知 直线 SA 与 平面 $BC 所 成 
SB x 50| 


角 的 大 小 为 | 一 (43, 而 )|. 
解 :由 题 意 可 知 (94, 58) = 











(SB, 50) = 7, (34, 5C) = 1 
一 一 一 “No 
cos(AS, 1) = 
1 
A3. (SB x3 ) 5143||3BIlsO| 
和 > > > a Mm ee 
[43 .|5B x 3c 143||SBI|SC| 
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所 以 (43, 而 ) 一 卫 ， 即 直线 84 与 平面 
SBC 所 成 角 的 大 小 为 


此 外 , 类 似 可 求 空 间 四 边 形 中 面 面 成 角 . 

3. 巧 用 向 量 内 积 的 变形 式 , 求 空 间 四 边 形 
的 距离 (两 点 间距 离 、 点 线 距 离 ) 

例 8 ”如 图 8, 在 空间 四 边 形 OABC 中 , 边 
OA、AB、BC 互相 垂直 ,连接 对 角 线 4AC、 
0B, 日 有 O04 = a, 4A4B = 0b, BC = 6, 求 边 
OC 的 长 . 


图 8 

解 : 由 题 意 可 得 OA | 4B, 4B 1 BC, 
BC 1 04, 

知 04.4B= AB.BC= BC.0A=)0, 

OC = 0A+ AB+ BOC, 

lOcP? = 0OC.OC 

= (0A+AB+BC) 、 (OA+AB+BC) 

一 ao2 十 刀 十 c2， 

所 以 |OC| = V 开 十 更 十 区 

即 OC = Va? 十 十 C2. 

例 9 如 图 9, 在 空间 四 边 形 4BCD 中 , 线 
段 D4、.DB、DC 两 两 互相 垂直 , AD = 4 DB 
三 6, DC = 8, 求 点 4 到 直线 BC 的 距离 . 














图 9 
分 析 : 求 出 直线 BC 的 单位 方向 向 量 元 0， 
由 向 量 内 积 的 几何 意义 可 知 ，|B4 . m0| 的 值 
是 点 旦 到 经 过 点 4 作 直 线 BC 的 法 向 量 所 在 直 
线 的 距离 , 故 点 4 到 直线 BC 的 距离 为 
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VIABP — |BA. mil?. 

解 :由 已 知 条 件 可 得 ， 

BD.DA= DA.DC= BD.DC=0, 

一 -一 一 -一 

IBD| = 6, |DC|= 8， 

[4D| = 4, 148 = V5, |BC| = 10, 

BC= DG- DB,BA= BD+DA, 
BC 








Bs 
所 以 点 4 到 直线 BC 的 距离 为 
2 324 _ 4V61 
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此 外 , 类 似 可 求 空间 四 边 形 中 线 线 距离 、 绑 
面 距离 及 点 面 距离 等 . 

利用 空间 自由 向 量 求解 空间 四 边 形 中 与 
点 、 线 、 面 有 关 的 角 、 距 离 、 线 段 长 、 共 点 、 
共 线 等 问题 , 关键 是 恰当 地 选取 基 向 量 , 将 相 
关 向 量 用 选取 的 基 向 量 线性 表示 , 将 所 求 问题 
转化 为 向 量 的 基本 运算 , 通过 向 量 相等 、 平行 、 
内 积 、 外 积 的 充 要 条 件 , 及 内 积 和 外 积 的 几何 
意义 等 , 来 处 理 立 体 几 何 中 的 问题 . 

二 期 教材 " 先 让 学 生 学 会 运用 正 交 的 基 向 
量 处 理 立体 几何 问题 , 从 学 生 的 最 近 发 展区 设 
计 教 材 , 在 阅读 材料 中 写 了 向 量 的 外 积 , 供 学 
生 阅 读 . 阅读 材料 相当 于 打开 了 一 扇 小 窗 , 使 
一 部 分 学 有 余力 的 学 生 , 自主 学 习 外 积 , 应 用 
外 积 求 面积 , 点 积 对 外 积 的 混合 积 求 体积 , 外 
研 用 自由 向 量 处 理 立 体 几 何 中 的 问题 . 当然 ， 
一 般 说 来 , 解决 一 些 问 题 使 用 向 量 的 坐标 法 可 
能 更 简单 或 更 容易 被 人 接受 , 因而 使 用 也 较为 
普遍 . 然而 , 这 并 非 绝 对 的 , 两 种 方法 究竟 使 用 
哪 种 更 简捷 , 应 视 不 同情 况 而 定 . 这 样 立 体 几 
何 的 所 有 问题 , 用 向 量 就 都 可 以 处 理 了 . 
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函数 和 代 与 “一 阶 线性 弟 推 数列 "关系 探析 


312008 浙江 省 绍兴 和 鲁迅 中 学 康 关 寿 


背景 材料 : 李 政道 博士 在 一 次 访问 中 国 时 
给 学 生 们 出 了 这 样 一 个 问题 :五 只 猴子 分 一 堆 
桃 , 分 了 一 天 可 怎么 分 也 分 不 均 , 于 是 猴子 们 
决定 今 晚 先 睡 觉 , 明天 再 说 . 夜里 一 只 猴子 偷 
偷 起 来 , 把 一 只 桃子 吃 掉 后 正好 可 以 分 成 五 份 ， 
又 拿 掉 一 份 后 去 睡觉 了 .第 二 只 猴子 起 来 后 , 像 
第 一 只 猴子 一 样 , 先 吃 掉 一 只 , 剩 下 的 又 刚好 
分 成 五 份 , 也 拿 掉 一 份 睡觉 去 了 . 第 三 、 第 四 、 
第 五 只 狐 子 也 都 按 同 样 的 方法 操作 问 : 这 堆 
桃子 最 少 是 多 少 个 ? 

问题 求解 :这 个 问题 可 以 如 下 来 解 : 若 设 桃 
子 的 总 数 为 Z 只 , 第 nl 个 猴子 吃 掉 一 个 并 拿 走 
本 份 后 剩 下 的 桃子 数目 为 Zn 个. 设 f(z) = 
B71) = 8Z+ 和 一 年 则 2 = f(x) = 5(2+ 
4) 一 4; 由 于 第 二 只 狐 子 重复 第 一 只 猴子 的 动 
作 , 故 把 x1 代入 (x) 5 十 4) 一 4 得 zz = 


fo = SD) = $ [Sle+) -4+4 _ 
























































2 
4 = (外 6+ 人 一生 类似 的 , 有 zs = 


HG) = (4) D4 


JU = (§) +) -4 a = 


5 

(Zz 十 4) 一 4 由 
于 剩 下 的 桃子 数 都 是 整数 , 所 以 z 十 4 应 被 55 
整除 , 因此 最 小 的 z 为 更 一 4= 3121. 

解法 剖析 : 上 面 的 这 一 解法 出 现 了 一 个 函 
数 自身 复合 多 次 的 现象 , 即 为 我 们 熟悉 的 函数 
的 迭代 问题 , 上 述 解 法 就 是 采用 了 函数 迭代 的 
方法 解决 的 . 但 从 ZX1, 7X2, 7Z3， 0 … 的 表达 式 
来 看 , 可 得 到 如 下 关系 式 Zn 三 gtzn-l 夺 相 :二 


A ($ 


4 即 z = Sw-1 一 人, 即 出 现 了 形 如 ant = 
Aan, 十 B(4、B 为 常数 ) 的 数列 递 推 形式 . 这 
样 上 述 解法 又 可 认为 是 利用 数列 递 推 关系 解 
决 的 , 所 以 本 题 隐 售 着 函数 的 迄 代 与 数列 递 失 
之 间 的 有 机 统一 的 关系 . 本 文 拟 通 过 具体 的 例 
子 来 探析 两 者 之 间 的 这 种 关系 . 先 介绍 两 个 定 
义 : 
定义 1 (函数 迭代 ) 一 般 地 ， 设 函数 y = 
,0 € D, ED 对 任意 的 ZE D, 记 
) = zyJOD() = f(a); failz) = 
= F(z)); FO) = JP)) 


一 h 
rhs 
~» ~ 
ge 
B 

站 二 
| 


n 个 
= f(f"-D(z))， 则 称 f 中 (z) 为 f(z) 的 n 次 
和 迭代, 并 称 n 为 迄 代 指数 

定义 2 (一 阶 线性 递 推 数列 ) 一般 地 ， 对 于 
数列 {an} 满 足下 列 条 件 : @ al = a (为 常数 ); 
@ 当 n > 2 时 , an = 了 (an_1), 我们 把 数列 
{an} 称 为 一 阶 递 推 数列 ， 特别 地 若 a,，= 
Aan_1+B(A、B 为 常数 ), 则 我 们 把 数列 {a} 
称 为 一 阶 线性 递 推 数列 

关系 探析 : 由 函数 迭代 的 定义 


f V0(2)= 2; 
f(z) = fF (fz):) 
A / 
n 个 
= f(f"- D(z)). 


现 令 al = f(z), an = f(z), 则 可 
得 on = f(an-1), 就 变 成 了 数列 的 一 阶 递 推 关 
系 ; 者 “ 广 表示 的 是 一 次 函数 , 则 又 成 了 一 阶 线 
性 递 推 关系 . 反之 , 由 一 阶 线性 递 推 关系 : a1 = 
a (为 常数 ); 当 n > 2 时 , an, = Aan_1 十 B(A、 
BB 为 常数 ), 令 an = f(an-1), 就 变 成 了 函数 迭 
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代 问 题 . 所 以 , 涉及 函数 类 代 问题 可 以 把 它 转 
化 到 数列 问题 去 解决 ; 碰 到 一 阶 线性 递 推 的 数 
列 问 题 又 可 用 函数 入 代 的 思想 方法 去 操作 . 

应 用 举例 : 
例 1 按 下列 程 序 框图 来 计算 ， 如 果 2z = 
5, 那么 应 该 计算 几 次 才 停 止 呢 ? 


全 Tf | 
图 1 


解 一 : 这 个 问题 实际 上 是 一 个 简单 的 迭代 
问题 . 输入 zx; 第 一 次 输出 : 37x 一 2; 第 二 次 输出 : 
3(37 一 2) 一 2 = 9x 一 8; 第 三 次 输出 :3(9z 一 8) 一 
2 = 272 一 26; 第 四 次 输出 :3(27z 一 26) -2 = 
817 一 80; …; 显然 , 每 一 次 输出 的 数值 都 是 后 
一 次 输入 的 数值 . 令 fo = 7x, fi(7x) = 37x 一 2， 
则 得 == f(fn-1). 如 果 计 算 结 果 所 ,> 200， 
那么 就 停止 计算 并 输出 结果 ; 否则 , 将 继续 重 
复 运 算 . 本 题 通过 计算 , 容易 得 到 第 四 次 输出 
时 的 数值 等 于 325, 大 于 200, 因此 只 要 运算 四 
次 就 会 停止 . 

解 二 : 这 个 问题 也 可 以 看 成 一 个 数列 问题 . 
设 al = 2， 由 程序 的 要 求 得 Qn+1 = 3an 一 
2(n EN*). 这 样 可 把 问题 转化 成 数列 问题 去 
解 , 下 面 按 数列 方法 来 解答 ”由 式 子 an41 = 
3an 一 2, 变形 可 得 :an+l1 一 1 二 3(an 一 1), 故 
数列 {an 一 十 是 以 a1l 一 1 = 二 4 为 首 项 , 3 为 公 
比 的 等 比 数列 , 易 得 om = 4 x 3" 1! 十 1, 由 题 
知 若 ar > 200, 可 得 n 之 5 所 以 只 要 运算 四 
次 就 会 停止 . 

例 2 已 知 f(z) 是 一 次 函数 , 且 f00(z) = 
1024z 十 1023, 求 f(z) 的 解析 式 . 

解 一 : 设 f(7x) = az 十 b, 令 f(z) = az 十 
b, 由 函数 迭代 关系 易 得 f(z) = a(ax 十 0) 十 
b= a2z+abtb;..; f(0(z) = aldz+(1+ 
a 二 + 十 … 十 a9)b， 

| a" = 1024, 
| (1+a+t+o + a)b = 1023, 


a = —2, 
a 因此 ， 
b= —3. 

















人 人 
解 之 可 得 和 
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所 求 的 一 次 函数 为 几 z) = 27 十 1, 或 f(z) = 
一 27 一 3. 

解 二 : 设 f(z) = az+b, 令 a1 = f(W(z) = 
ax+b; 则 a2 = f(z) 一 ao 十 外 
an = fo)(z) = a.an 1 十 0 设 an 十 t= 
a(an-1 十 如， 对 比 前 式 可 求 得 上 三 (这 
里 a 去 1, 不 然 就 不 符合 题 给 条 件 )， 从 而 可 
知 数列 | an + 一 一 上 是 以 a 寺 一 一 为 首 项 
0 可 求 得 通 项 式 为 an 十 


= [qi 二 + | :an 一 即 ao = a?z++ 
a—1 




















a—1 
a™b b ge ,i alob 
“1 GT 。。Q10 一 Q KX | 
二 1024zx 十 1023, 得 
a—1 
{a 
alob b 
一 一 -一 一 10223 
a—1 三 二 
=2, | ao = 一 2， _ 
解 得 | ，_， 或 1 ，__。 因此 , 所 求 的 一 


次 函数 为 f(z) = 27 十 1 或 1(z) = 一 22 一 3. 
例 3 〈2003 年 希望 杯 数学 竞赛 题 ) 在 数列 


1 Tn 
一 3 i 1 
{Zn} 中, 21 3 Tnt+l 2 1 求 数 列 
{zx%} 的 通 项 公式 . 
2 1 
一 a 得 一 一 一 一 
四 6 27n, 村 1 人 Tnt+l1 2 
1 1 
一 十 1, 设 4n = 一 , 则 al =3,Qntl 二 FQn 十 
Tn Tn 2 


1 
1, 变形 可 得 an+i 三 2 可 (an 2)， 可 知 数列 
1 
{a 一 2} 是 首 项 为 41 -2 = 1 公 比 为 的 等 比 
人 一 工 
数列 ， a Qn 2= (ai 2) (3) ) “ Qn = 


n—1l1 


n—1l1 

1 

= 2. 即 可 得 z% = 一 一 . 
@ Lt 


2 
MN 
1 1 
一 十 1, 记 了 (x) = 一, 则 
Tn Tn 
1 
f(s) = 5" H(z) +1 


Bi (z) 十 1| 二 1 


DT 


得 


2005 年 第 12 期 


二 
Q 十 
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远 安 
在 学 完 向 量 一 章 后 , 我 给 学 生出 了 一 道 思 
考题 : 

题目 : 两 个 非 零 向 量 荆 、5 的 夹 角 为 60。， 
试问 | 忌 + 也 | 能 否 等 于 | 忌 一 了 | 的 2 倍 ? 

对 于 这 个 问题 , 同学 们 联想 向 量 加 减法 的 
几何 意义 , 迅速 转化 为 研究 平行 四 边 形 两 条 对 
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5 | 中 和 的 取 值 范围 


县 第 一 





高 级 中 学 王 宏 梅 


与 边 长 的 关系 . 由 此 一 开 
下 三 种 不 同 观点 . 

观点 1: 只 已 知 平行 四 边 形 的 内 角 , 没有 
确定 边 的 关系 , 所 以 平行 四 边 形 的 形状 没有 确 
定 ， 两 条 对 角 线 的 关系 也 应 该 是 任意 的 ， 因此 
| 三 + 台 | 能 够 等 于 | 如 一 台 | 的 2 们 

观点 2: 利用 有 关 性 质 得 + 可 | 
VIzP+IEP+IEIEI 及 | 全 -下 = 
VizP+|5] 一 |@||5|， 因为 没有 给 定 


台 就 在 同学 们 中 有 如 








mrOrwrrrOrrOrrrOrOrOrOrrrOrOrOrOrOrOrOrOrOrOrOrrrOrOrOrOrOrOrrOrrOrr rr rr 放 / 














角 线 的 长 度 关系 . 2 在 此 之 前 已 笃 证 明 过 : 
|® a++b 了 引 + 加 = 
=2 (| 豆 2? 十 17P)， 
它 反映 的 是 平行 四 边 形 两 条 对 角 线 的 长 度 
1 1 
1 11 
= Bi 十 1| 二 二 十 1 
1 1 1 
莹 人 十 3 证 7 十 1 
一 
-OO 
1 1 
rr 
Jo 人 = 二 =3 
1 
ff) = FT 3+ 2 
3 2 1 2 
29n—1 +2 29n—1 i 9n—1 +2 
1 + 2” 
Dns1l 
on—1 
。。 Tn 二 an 41 
例 4 已 知 及 (x) = 和 fn+1(7) = 
A We 





< 5 的 自然 数 n 的 范围 
分 析 : 由 于 题 意 与 自然 数 mn 有 关 , 且 注 意 到 
题 设 中 有 刀 +1(2) = 及 [fn(2)] 这样 的 式 子 出 
现 ,所 以 考虑 把 问题 转化 成 数列 递 推 问题 , 利 
用 递 推 关系 求 通 项 
解 ， 当 nn > 2 时 , 妈 (z) = 


2 1 十 万 -1(z) 
fn(0) 1 二 fri(0 ) 


(0 进而 有 fn(0) 一 1 


4 1— fn_1(0 ) 
A 


和 1 
两 式 相 比 得 0) 3 


wal | fn(0) 
| 由 此 可 知 数列 和 人 (0 二 | 
| 一 了 为 首 项 , 为 公 比 的 等 
fn(0 让- 7 
fn(0)+2| 4\2 - 


nl 1 
号 , 解 得 n 之 3. 故 所 


2 


1 十 fn_1(0) 
2( 刀 -1(0) 十 2) 
1+ fn_1(0) ” 
5 fn-1(0)—1 
1 
Ce | 


比 数 列 . 即 可 得 
ntl 

1 ns ( 

家 自然 数 的 范围 为 n 


























[SS 
0 
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| 友 | 与 | | 的 关系 , 所 以 问题 的 判断 缺少 条 件 


故 不 能 确定 . 

观点 3: 这 是 一 个 存在 性 探索 问题 , 应 该 用 
假设 存在 法 一 当 存在 时 , 或 者 假设 否定 法 一 
当 不 存在 时 解答 之 后 再 下 结论 . 

持 有 观点 1 或 2 的 同学 在 观点 3 的 启发 下 
认识 了 思维 上 的 不 严密 性 , 并 在 讨论 中 得 出 了 
下 面 几 种 解法 . 

解法 :假设 | 十 6 

SN 
根据 向 量 数量 积 的 性 质 有 ( 忌 + 了) 三 
4( 玖 一 卫 ) ， 展 开 整 理 得 3 人 8? + 3 了 一 

10 丈 . 主 =0, 由 爷 、 9 
3 十 3172 一 5| 
一 》 5 一 》 
进而 变形 为 3 (12I-17) = 一 [| 

| 5 显然 此 式 不 能 成 立 , 即 假设 错误 

故 | 避 十 b #2|® — | 

解法 2: 大 致 同 解法 1, 假设 | 爷 | = 如 |， 
(t > 0), 将 (*) 变 形 为 3 一 5t 十 3=0. 

因 该 方程 无 解 ，: 假设 不 成 立 

故 | 避 十 5| #2|2 — | 





=2| 王 - 引 则 





解法 3: 假设 | 避 + | = 和 | 
(入 > 0, 入 六 ])， (因为 = 1 时 太 上 上 六 
与 条 件 不 符 ), 且 设 |@| = 5|, (t > 0), 则 


有 (+ 5D) 和 (=) -0 e 
er =02+4D)1alldl =) 6 P= 
0, 将 | 可 | = | 代入 得 (2 一 如一 (A2 ++ 
1)t 十 (X2 一 1) = 0. 根据 这 个 关于 t 的 方程 
有 正 根 得 1 < 入 < V3, 而 2 & (1,V3l, 故 
+0|#2|e -|. 

从 解法 3 中 , 大 家 明确 了 解法 1、2 中 产生 
矛盾 的 原因 , 也 知道 了 在 两 个 非 零 向 量 可 、 
的 夹 角 为 60° 情况 下 , 无 论 | 避 | 与 15 | 关系 如 
何 , | 莒 十 了 | 均 不 可 能 等 于 2| 世 一 太 ， 至 
此 , 解法 3 还 激发 了 同学 们 探究 的 欲望 , 想 弄 清 
楚 | 二 了 = 和 | 台 一 避 | 中 的 和 取信 与 两 个 
向 量 的 夹 角 0 到 底 有 什么 关系 ? 于 是 , 展开 了 
下 面 一 般 性 的 讨论 . 


一 般 地 , 设 两 个 向 量 的 夹 角 为 9, | a| = 


t|b|, (t > 0), 当 be (0, 7) U (57) 时 ， 


假设 [+ | 三 A 6| 信 世 他 
入 关 1)， (A = 1 时 避 上 5), 两边 平方 并 将 
[人 [= 引信 > 0) 代 入 整理 得 (和 ?一 1) 引 一 
2( 和 2 十 1)tcos9 十 (和 2 一 1) = 0, 此 方程 有 两 个 
正 根 ， 
A=4(X 十 1)2cos20 
-4(X2 一 1 兰 0， (ex) 


2(X 十 1)cos0 


tt 十 t2 二 2 


若 0 < (0,), 则 由 (**) 得 


> 0， 











若 0 € (3,7), 则 由 (xs) 得 











Sin 0 本 
当 0 = 0 时 [e+ 7 | = | 丈 | 十 | |， 


下 = | 有一 | 有 I+ 5| > 
Dl, .A>1. 

当 0 = 时， [e+ e bea et 
下 = e+ 有 |+0| < 
证 


,0< 入 < 工 . 








综 上 得 |@+ 台 = 和 | 局 一 台中 的 和 的 
取 值 只 与 两 个 向 量 的 夹 角 9 有 关 , 旦 有 下 面 的 





当 0 = 0 时 , 入 E (1, 十 co); 
当 0 < (0, 7) 时 , 入 E ( | 
2 Sin 0 
当 9 一 二 时 , 和 一 1 
TT 


当 0 (5,7) 时 , 入 e | 


) 





1 二 cos9 
sin@ 


(下 转 封底 ) 
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十 江 公 式 的 导出 


200023 上 海 市 户 湾 高 级 中 学 陈 立 强 


文 四 给 出 13 十 23 十 33 十 .… 十 03 公 式 的 
四 种 求法 , 文 2] 就 文 [的 面积 法 再 介绍 三 种 
构造 方法 . 笔者 深 受 启发 , 现 再 给 出 几 种 证 明 
方法 . 

1. 道 序 相 加 法 

回顾 我 们 在 推导 等 差 数 列 前 % 项 和 公式 时 ， 
利用 逆序 相 加 法 , 这 是 一 种 非常 重要 的 方法 , 它 
对 推导 13 + 23 + 33 十 … 十 吧 的 公式 也 是 奏 
效 的 . 

由 Sn = 二 3 十 2 十 33 十 … 十 (mn 一 1)3 十 
m3, 道 序 写 出 Sn， 

得 9 = 十 (2 一 1)3 十 .十 23 十 13， 

则 25% = (13 二 3) 十 [23 + (mn 一 1)3] 十 
二 [一 1 二 2] 十 (2 十)， 

当天 一 1 2,…, Nn 时 , 让 十 (n 二 1 一 3 一 
(ni+1)[k2— kn+1lok)+(ni+1 Ek)]= 
(n+ 1)[3k2 — 3(n+ 1k+ (n+ 1).), 

“25% 二 (3 十 13) 十 [23 十 (rn 一 1)3] 十 … 

十 [一 1 十 2 十 (全 十 也 ) 
= (二 13( 半 十 交 二 十 2) 一 3(n 
一 3(n 十 1)(1+2 十 … 十 nn) 二 (n+1)? x 
st [ A Eh ye Ee 





十 n(n 十 加 

= n+ 1) 

a _1 _ [nm+1) 2 
Ss | 

2. 构造 法 

构造 金字 塔 形 的 数 表 (如 图 1 所 示 )， 

其 中 第 k 行 有 2k 一 1(k = 1 2 m) 个 


数 , 分 别 为 ] x kk, 2 x kk, …:, (hk 一 1) x%k, hk2, 
(ko—1)xk,...,2xk,1xk, 










12.1=13 
22.2 一 23 
32.3=33 
42.4=43 


52.5 一 53 


(n—1)2.(n— 
1)=(n—1)3 





图 1 
则 第 k 行 所 有 数字 之 和 为 
1 xk 二 2xk 二 … 十 (k 一 1)Xxk 十 如 十 
(km—1)xki+-.…+2xk+1lxk= 2(1xk+ 
2XxK 二 … 十 12) 一 和 三 26(1 十 2 十 … 十 有 一 


人 
所 以 塔 中 所 有 的 数字 之 和 为 
13 二 23 十 33 十 .…. 十 03 = 5,. 
再 根据 金字 塔 的 对 称 性 ， 


Sn = (13 十 2 十 … 十 m7) 十 2[(2 十 3 十 
十 n) 十 (6 十 8 十 10 十 … 十 2n) 十 (12 十 15 十 
十 3n) 十 一 十 (nn 一 1)n|=z 十 2y， © 

其 中 z= 二 2 十 2 十 … 十 n2， 

y 二 (2 十 3 十 … 十 n) 十 (6 十 8 十 10 十 … 十 

2n) 十 (12 十 15 十 … 十 372) 十 … 十 (nn 一 1)n 
二 1x (2 十 3 十 … 十 nn) 十 2x (3 十 4 十 5 十 … 十 
n) 十 3x (4 十 5 十 … 十 n) 十 … 十 (nn 一 1)n 
二 1x(1 十 2 十 3 十 … 十 n) 十 2x (1 十 2 十 3 十 
4 十 5 十 … 十 n) 十 3x (1 十 2 十 3 十 4 十 5 十 
十 一 十 (wn 一 1) 上 十 2 十 3 十 … 十 





(nl1)+n -lx1-2x(l+2)—…— 
(n— D+2+3+...+(n—1) 
二 (1 十 2 十 … 十 n) x 上 十 2 十 …: 十 (n 一 1)] 一 
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2 “| 


1 2 ,2 
-2(a+D D) -3 +) 
1 2 
= (有 十 (有 一 了 


把 该 式 代入 @，, Sn =Z 十 2 [a + 1)n 





-D- 58m + 0)| 
1 _ [nm+1) : 
Sn IT (mn 十 也 王 本 
3. 迭 加 归纳 法 
列表 


| 
VSnti~vVonl2ls|4| 5 16 7 1s| 9 1 

根据 上 表 9 的 前 几 个 值 我 们 完全 有 理由 
猜测 5 是 一 个 与 nn 有 关 的 完全 平方 数 , 为 此 
我 们 只 需要 考虑 VS 的 情形 . 经 过 仔细 观察 
{V57} 组 成 的 数列 : 1, 3, 6, 10, 15, 21, 28, 36， 








…, 猜测 {VSnt1 一 V5%} 构 成 等 差 数 列 , 且 
V9nti 一 VSn 二 nn 十 1, 即 {VSn} 为 二 阶 等 
差 数列 . 

V52 — V51=2, 
VS3 — V52 =3, 
V34— V53=4, 
V9n— Sn-1 = n, 
迄 加 得 V5% 一 V51 二 2 十 3 十 … 十 允 ， 
VSn = 二 1 十 2 十 3 十 … 十 n, 即 5% = 
总 
(1 二 2 二 3 十 .… 十 由 2 一 [2 , 再 用 数 
学 归纳 法 证 明 . 
4. 面积 法 


如 图 2 所 示 , 我 们 先 构 造 一 个 这 样 的 图 形 ， 
从 左 到 右 , 依次 出 现 面积 分 别 为 1 2?, 3?,…， 
7 的 正方 形 , 而 且 它们 的 个 数 分别 为 1 2，3， 

…, n. 其 中 图 形 排列 规则 是 这 样 的 : 排 好 i (i 
三 1 2 …, 一 1) 个 边 长 为 i 的 正方 形 后 (如 
图 3 左 侧 实 线 部 分 ), 再 如 图 3 的 右 侧 排 边 长 为 
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i 十 1 的 正方 形 . 从 而 可 知 图 2 中 所 有 正方 形 ( 边 
2 十 33 十 … 十 m3 二 5n, 而 四 个 与 图 2 完全 


一 样 的 图 形 恰好 可 以 组 成 一 个 边 长 为 n(n 十 1) 
n(n + 1D). 


的 大 正方 形 , 它 的 面积 ; 








血 如 当 n = 2 时 , 如 图 4 所 示 是 用 阴影 (就 
是 我 们 按照 上 述 的 规则 构造 出 来 的 图 形 所 对 应 
的 部 分 , 下 同 ) 将 一 个 大 正方 形 分 成 四 个 部 分 ， 
每 一 部 分 中 的 小 正方 形 的 个 数 为 1 十 2 (每 小 

























































































































































































图 4 
格 的 面积 为 1, 个 数 大 小 就 是 面积 大 小 ), 容易 
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道 联赛 题 


410007 湖南 省 长 沙市 第 十 五 中 学 厉 傅 


2004 年 全 国 高 中 数学 联赛 第 4 题 为 : 设 O 
点 在 A4BC 内 部 日 有 044+2.0B+3.0C = 
0, 则 A4BC 的 面积 与 A4OC 的 面积 的 比 





0 


向 量 是 高 中 数学 新 增 内 容 , 在 全 国 高 中 数 
学 联赛 中 第 一 次 出 现 , 本 文 用 平面 向 量 基 本 定 
理 在 不 要 求 O 在 A4BC 内 部 的 条 件 下 推广 命 
题 并 简 证 有 关 结 论 , 同时 也 挖掘 平面 向 量 基本 
定理 的 教学 价值 . 

平面 向 量 基本 定理 :如 果 如 、 纪 是 同一 平 
面 内 的 两 个 不 共 线 向 量 , 那么 对 于 这 一 平面 内 


的 任 一 向 量 @,， 有 且 只 有 一 对 实数 入 、X2, 使 
@ =A +NG. 
知道 大 正方 形 的 面积 为 (2 x 3)”, 即 有 等 量 关 


系 4(13 十 23) = (2 x 3)2. 
同 理 , 图 5 和 图 6 刻画 的 等 量 关 系 分 别 为 : 
4(13 十 23 十 33) 一 (3 x 4)2 和 4(13 十 23 十 
33 十 和 ) = (4x5)2. 
因此 对 一 般 的 n, 我 们 总 有 45n = [n(n 十 
和]2 提 就 是 站 下 二 风机 8 op 寺 全 二 
1 之 
zn(n + DD)). 






















































































































































































































































































































































































例 1 设 O、A、B 三 点 不 共 线 , 点 己 在 
直线 4B 上 的 充 要 条 件 是 存在 实数 z、y, 使 
OP =7Zz.04+7 :OPB 并 且 z+y = 工 (由 文 
团 中 例 5 改编 ). 

证 明 :仿生 中 例 5 易 证 (从 略 )， 

定理 1 阁 0O、A、B 三 点 不 共 线 ,有 为 实 
常数 (Rk 产 1), 记 L = {PIOP = zx.0A+y-: 
0B 且 x 二 y= 冉 , 则 点 集 工 表示 平行 4 万 的 
直线 , 特别 = 0 时 , 工 经 过 O 点 . 

证 明 : :如 图 1, 令 OC = k-. OB, 则 点 C 随 之 
确定 ， 又 0 已 = 2 OAry. OB=z- BA+k- 
人 BA+OC, 则 CP = OP- OC = x. 

“. CP//BA, 当 z 在 实数 集 内 变动 时 , 点 
ss C 目 平行 4B 的 直线 
显然 = 0 时 , C 与 0 重合 , 故 L 经 过 OO 点 . 
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图 6 
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+ 变形 得 54 + (1 一 向 ， 
沁 VC OO 
图 1 因 于 ;1 一 了 二 久 都 为 正 数 , 令 m = 
证 p+ 一 科 ，r 一 p .了 人 为 非 


/AB, 则 存在 某 实 常数 , 使 得 对 任意 已 < 1， 
部 有 惟一 确定 的 有 序 实数 对 (z,y) 满足 OP = 
TT:O0A+vy:O0OB 并 Hx+y=k. 

证 明 : 仿 定 理 1 易 证 (从 了 略 ). 

联赛 题 的 推广 : 

推广 1 设 O 点 在 A4BC 内 部 且 有 m- 
OAin: OB EA:00 = 0 出 天 成 0 
SAAOC = Im 十 4 十 7| Inl. 

证 明 : 由 已 知 可 证 此 时 必 有 m 十 nn 十 7 去 0. 
有 m(OB + BA) +n.0B+r(O0B+ BOC) = 


下 ~ 
0 , 变形 得 
一 一 





B06=— Bi+— BC, 
mnNn+r7 mnNn+r 
由 定理 1 知 二 一 了 一, 则 O 点 在 AC 
mm 二 十 7 


的 平行 线 A1C1 上 ( 如 图 2), BA1//B4 结 合 定 
一 一 一 一 一 一 一 一 一 
理 2 知 B4 = (k 一 0)BA+0.BC =k.Bh, 
一 一 一 一 一 

则 414=( 一 外 )B4 .“. SAABC : SAAOC = 

1:|1—Ek|=|m+n+t+r7|:|nl. 

A 
多 
C 
B 而 
图 2 

事实 上 , 以 上 证 明 中 有 些 情况 并 未 说 明 , 如 
果 n 二 0, 那么 最 后 比值 无 意义 . 

命题 1: 若 mOA+n.0B+r.0C -= 0, 
则 O 〇 点 在 A4BC 内 部 的 充 要 条 件 是 m、n、7 
同 号 . 

分 析 : 若 O 点 在 A4BC 内 部 , 如 图 2, 过 O 
点 作 A1C1//4C, Bh 轴 1 与 B4 同 向 , 记 BA1 = 
.BA(0 < < 1)， 显然 O 内 分 A101, 令 
一 一 一 一 一 一 
A0 = 入 .0 则 入 >0， 

一 一 一 一 一 
一 BA!1+ABCOC! k 


又 因 BO= 一 1: .BA 
1 十 入 1 十 入 








零 实 数 ), 则 mr、n、7r 都 为 正 数 或 都 为 负数 . 

充分 性 留 给 读者 . 

为 了 更 好 地 推广 , 应 考虑 O 点 在 平面 4BC 
上 的 情况 . 显然 , O 点 在 直线 4B、BC 或 C4 
上 时 较 简 单 , 以 下 暂 不 考虑 . 

命题 2: 设 点 0 在 人 4BC 外 部 且 不 在 三 边 
所 在 的 直线 上 , 若 m:04+n.0B+r.0C = 
0, 则 m、n、 7 中 两 正 一 负 或 两 负 一 正 且 m 十 
九 十 天 0. 

证 明 :如 图 3, 不 妨 设 O 点 在 CB4C 内 部 ， 
过 0O 作 B101/ BC 分 别 交 4B、AC 的 延长 线 于 
Bi 01, 记 ABi = k. AB, 4 = k. AC, 
则 k > 1, 设 O 内 分 天 Qi 所 成 的 比 为 A(A > 

一 一 之 4BP1 十 入 .4C1 大 一 一 





则 40O = 一 -二 一 .4 
0 
一 一 
TE 恋 形 租 一 一 . 二 
了 "AO, 变形 得 TO8+TAAOC+ 
(1-k).04= 0, 因 1-k<0 >0 
a )》 es 和 
则 令 m = p(1 一 三 D . 一 -一 
p(1 —k), 7 re 
"二 p" 了 二 六 ?为 非 零 实数 )， 则 m、n、7 中 两 
正 一 负 或 两 负 一 正 , 并 且 有 mm 十 nn 十 "= 二 p 关 
0 
A 
B C 
万 1 O C1 
图 3 


推广 2: 设 O 点 在 平面 4BC 上 日 不 在 三 边 
所 在 的 直线 上 , 若 m.O0A+n.0B+r.0C = 
0, 则 SAABC : SAAOC :SAcop : SAAOB = 
Im+nt+r|:|n| :|m|: ||. 


证 明 : 仿 推 广 1 易 证 
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品味 光学 原理 与 数学 的 交汇 


438800 湖北 省 团 风 中 学 府 军 喜 438300 湖北 省 麻城 市 间 河 中 学 分 峰 


随 着 课程 改革 的 不 断 推进 和 教学 改革 的 不 
断 深入 , 作为 工具 性 学 科 的 数学 与 其 他 学 科 的 
联系 将 更 为 密切 , 数学 知识 与 其 他 知识 的 交叉 
整合 将 是 一 个 十 分 重要 的 研究 课题 . 其 中 以 光 
学 原理 为 背景 的 试题 就 如 一 道 亮 丽 的 风景 “内 
亮 登场 … 本 文 例 举 高 考 及 各 地 模拟 试题 中 数 
学 知识 与 光学 原理 的 交汇 命 古 , 供 赏析 . 

一 与 立体 几何 的 交汇 

例 1 (2005 年 黄冈 考 题 ) 如 图 1 所 示 的 有 雕 
塑 组 合 : 基 座 是 楼 长 为 2m 的 正方 体 , 基 座 上 
面 中 心 位 置 安放 着 一 个 大 球 , 阳光 从 4A 面 正 前 
方 照 下 时 , 基 座 在 BB 面 正 前 方 地 面 的 影子 长 是 
4.8m， 此 时 大 球 影子 最 远 点 伸 到 距 电 面 8.8m 
处 , 试 求 大 球体 积 . 

解析 : (如 图 2) 以 其 中 一 条 入 射 光线 作出 截 
面 图 , 设 球 半径 为 ”, 点 到 球 顶 的 距离 PN = 


5 则 有 人 PO2M co AFCD, 
.85 十 27 二 2 9.8 


> 


图 1 图 2 
同 理 人 POBwAFCD,， 
RT 人 十 S 7 十 5 

48 ” V4 更 十 五 5.2 ， 

解 得 7 = 1(m),.。 TV = rm ) 

评析 : 此 题 巧妙 地 将 光学 原理 与 立体 几何 
及 平面 几何 的 知识 相 结 合 . 正确 作出 截面 图 建 
立 比 例 关系 是 关键 . 同时 , 通过 此 题 的 学 习 , 我 
们 还 可 提炼 出 测量 如 此 实际 情景 的 可 行 方法 . 








02" HN 





二 、 与 解析 几何 的 交汇 

例 2 在 一 种 电影 放映 机 的 放映 灯泡 的 玻 
璃 上 镀 铝 , 只 留 下 一 个 透明 和 窗 用 作 通 光 孔 , 它 的 
反射 面 是 一 种 曲线 旋转 而 成 的 曲面 的 一 部 分 ， 
灯丝 定 在 某 个 地 方 发 出 光线 反射 到 卡门 上 , 并 
且 这 两 物体 间距 离 为 4.5cm, 灯丝 距 顶 面 距离 
为 2.8cm， 为 使 卡门 处 获得 最 强烈 的 光线 , 在 
加 工 这 种 灯泡 时 , 应 使 用 何 种 曲线 可 使 效果 最 
佳 ? 试 求 这 个 曲线 方程 . 

解析 : 如 图 3, 由 题 意 , 这 种 曲面 应 使 光线 
聚 于 卡门 上 , 故 这 种 曲线 为 椭圆 , 灯丝 与 卡门 
恰好 为 椭圆 的 两 个 焦点 . 故 2c = 4.5, 又 灯丝 
与 顶 面 距 离 即 为 a 一 c = 2.8, 解 得 a = 5.05， 
c 二 2.25, 故 = 4.52. , 

化 


2 
六 sp y 
. 文 个 x 方程 为 EE ee 
… 这 个 曲线 的 方程 5.052 4.522 


4.5cm “2.8c 





图 3 

评析 : 熟悉 此 题 的 背景 , 了 解 圆锥 曲线 的 光 
学 性 质 , 是 解决 本 题 的 基础 ( 见 人 教 版 试验 修订 
本 . 高 二 (上 ) 圆锥 曲线 阅读 材料 ), 同时 本 题 也 
体现 了 光学 性 质 在 实际 生活 中 的 应 用 价值 . 

例 3 (2003 年 全 国 考题 ) 已 知 长 方形 的 四 
个 顶点 4(0,0)、B(2,0)、C(2,1) 和 D(0,1), 一 
光线 从 AB 的 中 点 书 沿 与 4B 夹 角 为 0 的 方向 
(ZPDB = 0) 射 到 BC 上 的 点 五 后 , 依次 反 
射 到 CD、DA 和 AB 上 的 点 忆 、 咏 和 记 ( 入 
射 角 等 于 反射 角 ). 设 已 的 坐标 为 (x4,0), 若 
1 < zx4 < 2, 则 tan9 的 取 值 范围 是 ……… 人) 
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1 1 2 
(人 (人 
2 4 i 
(0 (82) 3 
解析 : 如 图 4, 此 题 如 果 计 算 互 、 丈 、 访 、 
IE 
可 取 . 注意 到 光线 反射 过 程 中 入 射 角 等 于 反射 





角 , 利用 对 称 性 易 得 tan 9 = i 故 选 C. 
4 
” p 
万 2 C 
Ps Pi 
思 1 PoPr 万 应 也 


图 4 

评析 : 光线 反射 常常 与 对 称 联系 较 紧密 , 在 
解 题 中 要 注意 灵活 利用 这 一 特征 . 

三 、 与 函数 、 导 数 的 交汇 

例 4 (2005 年 浙江 考题 ) 家 里 餐厅 桌 上 方 
安装 一 拉杆 吊灯 , 可 根据 不 同 需要 调节 灯 与 饭 
桌 的 距离 ,要 想 使 桌子 边缘 的 照度 最 大 , 灯 应 
怎样 调节 ? 

解析 : 加 根据 光学 原理 ， 照度 g Sin 9 











成 正比 , 与 7 2 (k 是 与 灯 
光 强 度 有 关 的 常数 ) 要 求 圆桌 边缘 的 照度 最 大 ， 
即 求 y 的 最 大 值 . 
B 
O a 从 元 
图 5 
设 O 到 4、 ey zx, 则 
Ee 
y 72 7(22 二 
— (z > 0)， 
(Z2 十 a2)2 
a2 一 272 
这 令 “三 ) 贝 2 一 
y a y = 0, 则 a 
Vr a 
2x? = 0 的 根 为 zl = -万 (会 ) 2 


SN 2 
在 (0,+oo0) 内 可 得 : 当 z e (0 与) 时 
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y > 0， 


当 Z € ， ee 时 ， 
Re ee 
4 
y 三 f(x) 在 x = -万 时 取 极 大 值 , 即 最 
大 值 . 
知 圆桌 半径 a = 50cm 时 , 电灯 距 圆桌 约 
3.5cm 时 圆桌 边缘 照度 最 大 . 
评析 : 本 题 以 生活 实例 为 背景 , 不 仅 考查 了 
知识 的 交汇 , 还 拓展 了 建 模 能 力 . 本 题 还 可 建 
立 $ 的 三 角 函 数 关 系 , 利用 不 等 式 求解 . 
四 、 与 数列 、 极 限 的 交汇 
例 5 (2005 年 江西 考题 ) 从 4 点 出 发 的 一 
条 光线 在 AD 与 CD 之 间 反 射 了 n 次 后 , 垂直 
地 射 到 B 点 (该 点 可 能 在 4D 上 , 也 可 能 在 CD 
上 ), 然后 按 原 路 返回 点 4, 图 6 是 n = 4 时 的 
光路 图 , 车 <CDA = 8°, 则 nn 的 最 大 值 是 ( ) 














(A) 9; (B)10; (C)11; (D)12. 
C DO D 
2 2 
图 6 图 7 


解析 : 如 图 7, 设 人 1 = a, 则 人 2= a 

AL3= /4=Q+8°, 

同样 地 , 人 5 = Z4 十 8" = 人 3 十 8°. 

一 般 地 ,人 (2n 十 1) = 人 (2n 一 1 十 8?， 
“ en 一 1) 是 以 a 为 首 项 , 8° 为 公差 的 等 差 
数列 , .人 (2n 一 1) = 二 a 二 (n 一 1)8°, 当 人 (2n 一 

1) = 90° jp 时 nn 最 大 即 a+(n 一 1)8° = 90° 一 > 
90°—a 90° 
十 1 入 十 1 

“的 最 大 值 为 12. 

五 与 和 三角、 不等式 的 交汇 

例 6 (2004 年 石家庄 考题 ) 一 形状 为 等 边 
三 角形 的 反射 面 , 设 其 顶点 为 4、B、C, 一 光线 
从 AB 边 的 中 点 也 射出 , 反射 到 BC 边 上 的 某 
点 五 , 并 且 依 次 反射 到 CA 于 点 ,AB 边 于 点 
G, 设 LBDE = 0, 求 9 的 取 值 范围 . 

解析 : 如 图 8, 由 人 A4BC 为 等 边 三 角形 及 
入 射 角 等 于 反射 角 易 见 : 





fy 过 一 


2005 年 第 12 期 


数学 教学 


12-41 


ABDRBcACFEcA4FG， 


.BE _CE_AG 
“DB FC FA 
不 失 一 般 性 , 设 等 边 三 角形 4BC 的 边 长 
为 2, 昌 BEB=k, 则 有 DB=1, 昌 
0< BE=Ek<2?2, 
0< EC=2—k<2, 
0<CF= 全 2 


0< FPA- 


0<AG=3k—2<2, 





< 2， 





0<Ek<2, 
2 2 4 
> <k<2 一 二 < 大 < 一 . 
; 0 
-<k< =, 
3 3 
在 人 BDE 中 ， 
BE DB 
zz 4 日 Sn 
由 正 双 定理 得 sing sin(120° ~ 0) 
1 in(120° 一 0 3 1 
ee a 
Sin 0 2 2 


TT rr rr rr rm 


(上 接 第 12-2 页 ) 
所 以 ZABC 与 DFE 是 互 余 的 . 


五 
了 
B AD Va 


图 6 


以 上 三 种 思考 过 程 都 属于 非 形式 化 论证 ， 
从 箭头 到 文字 语言 , 为 下 阶段 的 严格 论证 英 定 
基础 . 

综 上 所 述 , 几何 课程 具有 非常 丰富 的 内 涵 ， 
各 种 几何 即 直 观 几 何 、 实 验 几 何 、 论 证 几何 、 
变换 几何 、 射影 几何 、 解析 几 何 并 不 是 孤立 存 
在 的 , 是 有 联系 的 . 在 初中 阶段 各 种 几何 之 间 
如 何 相互 融合 、 相 互 渗透 以 及 融合 、 渗 透 到 什 
么 程度 是 一 个 值得 深入 研究 的 问题 . 








图 8 
3 1 3 ,v3 2V3 


Re 
了 
3 

即 并 <tang<av3 


arctan V3 <0 < arctan2V3. 

评析 : 本 题 的 解法 不 唯一 , 但 都 要 用 到 正弦 
定理 及 光学 的 反射 定理 . 

以 光学 原理 为 背景 引入 数学 问题 值得 关 
注 . 数学 是 众多 学 科 的 工具 , 数学 进入 某 一 学 
科 , 就 意味 着 这 门 学 科 从 定性 阶段 发 展 到 定量 
阶段 , 也 就 意味 着 这 门 学 科 的 成 熟 . 数学 已 成 
为 现代 各 门 学 科 中 不 可 缺少 的 工具 , 要 使 各 学 
科 的 研究 有 所 作为 , 必须 具备 良好 的 数学 素养 ， 
必须 善于 把 所 研究 的 问题 转化 为 数学 问题 , 利 
用 数学 工具 来 加 以 解决 . 所 以 在 学 生 的 学 习 中 
也 要 注意 数学 和 其 他 学 科 的 沟通 . 
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纵 吃 2005 年 全 国 各 地 高 考 数学 试卷 , 今年 
高 考 创 新 题 无 论 是 形式 的 设计 , 还 是 内 容 的 讲 
究 , 都 会 给 人 面目 一 新 之 感 . 下 面 举例 谈 谈 这 
类 问题 的 常见 类 型 及 方法 . 

一 、 语言 转化 型 

例 1 (2005 年 高 考 辽 宁 郑 第 16 题 )w 是 正 
实数 , 设 5 = {0|f(zx) = coslw(zx 十 0)] 是 奇瑞 
数 }, 阁 对 每 个 实数 a, 5 mn (aa+Jl) 的 元 素 不 
超过 2 个 , 日 有 a, 使 5S, 阁 (a, a 十 1) 含 2 个 元 素 ， 
则 ww 的 取 值 范围  _. 

分 析 : 本 题 主要 考查 用 集合 的 概念 解决 相 
关 数 学 问题 的 能 力 . 在 考查 函数 特别 是 三 角 函 
数 的 有 关 性 质 时 , 具有 一 定 的 创新 意识 , 给 人 
一 种 新 鲜 感 . 因此 , 具有 一 定 的 难度 . 

解 :由 f(x) = cos[w(z 十 9)] 是 奇 函 数 知 ， 

f(x) = cos(w7 tw0) 是 奇 函 数 w0 = 





KT 十 一 
kn 十 地 即 9 一 一 2 (ke 2)， 
SuNn(a,a+t+l1) 关 儿 且 SNn(a,a 十 1) 的 
元 素 不 超过 2 个 , 则 


k 
本 





< <a++l 


二 oo <hrt3 < (0t+l)w 


A 
1)w 一 云 
一 全 0 


从 而 知 , 满足 (*) 的 k 值 不 超过 2 个 且 存 在 
这 样 的 实数 a 使 得 k 值 有 2 解 , 又 “ke 2 


nT oe 
Qw 一 去 Q 
2 








三 二 (i 
“ 区间 2 2 的 长 
TT Tt 
dl go 10 me 
度 不 超过 2， 则 有 一 一 一 一 一 ee 三 


WwW 
eT 
二 < (19 


即 7 < w < 27. 

评注 :本 题 比 较 新 颖 地 将 集合 语言 与 三 角 
函数 的 性 质 结合 在 一 起 来 探求 不 等 式 有 解 的 
条 件 . 抓 住 整数 k 与 9 的 对 应 关系 来 建立 目标 
不 等 式 是 解决 问题 的 关键 . 方法 巧妙 , 值得 欣 


车 二 
I” 





二 、 图 象 变换 型 

例 2 (2005 年 高 考 江西 ( 理 ) 卷 第 7 题 ) 设 
y 三 Xf(z) 的 图 象 如 图 1 所 示 (其 中 万 (z) 是 
jz) 函数 的 导 函 数 )， 下 面 四 个 图 象 中 y = 
jz) 的 图 象 大 致 是 ( ) 














解析 : 由 y 二 zf"(z) 的 图 象 知 
(= 
当 一 1 < x < 0 或 x > 1 时 , Xf (x) > 0， 
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故 当 一 1 < x < 0 时 , f(x) < 0, 当 z > 1 时 ， 列 有 关 性 质 解决 . 形式 较为 新 条 . 
f'(x) > 0; 四 、 实 践 操 作 型 


当 0 <Z< 1 或 z < 一 1 时 , xf'(x) < 0， 
故 当 0 < Z < 1 时 , f(x) < 0, 当 z < 一 1 时 ， 
f'(x) > 0. 

从 而 知 函 数 y = f(z) 在 x = 一 1 和 1 时 取 
得 极 值 . 当 z < 一 1 或 x > 1 时 , 函数 y = f(z) 
为 增 函 数 , 当 一 1 < x < 0 或 0 < x < 1 时 ,vy = 
f (Zz) 为 减 函数 , 故 正解 选项 为 C. 

评注 :本题 较 好 地 考查 导 函 数 与 原 函 数 之 
Re 在 图 象 考查 上 有 创新 意识 , 具 
有 较 强 的 综合 

三 、 规律 发 现 型 

例 3 (2005 年 高 考 上 海 ( 理 ) 第 12 题 ( 文 ) 
第 16 题 ) 用 nn 个 不 同 的 实数 a1, a2, …,， an 可 
得 到 nl! 个 不 同 的 排列 , 每 个 排列 为 一 行 写成 一 
个 nl! 行 的 数 阵 . 对 第 i 行 ai1, 4i2,…, ain, 记 
bi; = —ail 二 +24i2 一 3Qi3 十 … 十 (一 1)?nain, 1 = 
1, 2, 3, …, nl, 例如 :用 1, 2, 3 可 得 数 阵 如 下 
图 , 由 于 此 数 阵 中 每 一 列 各 数 之 和 都 是 12, 所 
以 中 十 bb 十 …: 十 be = 二 一 1]2 二 22x12 一 3x 
12 = 一 24, 那么 , 在 用 1, 2, 3, 4, 5 形成 的 数 阵 


中 ， 中 十 b2 十 … 十 b120 二 
1 





WOOD- 
Le 
[Se 


2 1 

解析 : 由 题 中 实例 不 难 发 现 : (1) 此 数 阵 中 
每 一 列 各 数 之 和 都 是 42(1 十 2 十 3) = 12; (2) 
bi 十 加 十 … 十 0 其 求 和 特点 是 数字 1, 2, 3 分 
别 与 每 列 各 数 之 和 12 之 积 正 负 相 加 得 到 . 于 是 
用 1, 2, 3, 4, 5 形成 的 数 阵 中 , 此 数 阵 中 每 一 列 
各 数 之 和 都 是 A4(1 十 2 十 3 十 4 十 5) = 360, 所 
以 

中 十 bz 十 :… 十 b120 二 一 360 十 2 x 360 一 
3 x360+4x360—5x360=360(-1+2— 
3 二 4 一 5) = 一 1080. 

评注 :本 题 实 为 信息 给 予 创新 题 , 求解 关键 
是 要 善于 捕 提 题目 中 的 有 效 信息 , 在 考查 特例 
的 基础 上 , 总 结 出 一 般 性 规律 , 进而 用 等 差 数 





例 4 (2005 年 高 考 上 海 ( 理 ) 第 1 题 文 ) 
第 12 题 ) 如 图 2, 有 两 个 相同 的 直 三 楼 柱 , 高 为 
二 ,底面 三 角形 的 三 边 长 分 别 为 3o.4a、5aa > 
入， 用 它们 拼 成 一 个 三 楼 柱 或 四 楼 柱 , 在 所 有 
可 能 的 情形 中 , 全 面积 最 小 的 是 一 个 四 楼 柱 , 则 
4 的 取信 范围 是 

















图 2 
解析 : 先 考 处 拼 成 三 楼 柱 的 全 面 识 : 
(1) 如 图 3, S51 = 2 x 本 x 4a x 3a 十 (3a 十 
4a 十 5a) x = 和 12a2 十 48. 
(2) 如 图 4 若 4C = 5a, 4B = 4a, BC = 
1 
3a, 则 该 三 楼 柱 的 全 面积 为 51 = 4 x ax 4a x 
3 二 2x(3a 十 5a) x = = 24a? + 32. 
(3) 如 图 4, 若 4C = 5a, 4B = 3a, BC = 
A 1 
4a, 则 该 三 棱柱 的 全 面积 为 51 = 4 x 2 4a x 
3 十 2x(4a 十 5a) x = = 24a2 十 36. 














图 3 图 4 


再 考虑 拼 成 四 棱柱 (如 图 5) 的 全 面积 : 

(1) 关 4AC = 5a, 4B = 4a, BC = 3a, 则 
该 四 棱柱 的 全 面积 为 9 = 2x 4ax 3a 十 2(3a 二 
4a) x = = 24a? 十 28. 


12-44 
(2) 若 4C = 4a, 4B = 3a, BC = 5a， 
则 该 四 楼 柱 的 金 面积 为 Ss 一 2X4ax3a 十 
2(3a 十 5a) x 和 24a2 + 32. 
(3) 大 4C = 3a 4B = 5a, BC = 4a, 则 
该 四 楼 柱 的 全 面积 为 62 = 2x4ax3a+2(4a+ 
5a) x = = 24a2 十 36. 


1 


B 
图 5 


又 在 所 有 可 能 的 情形 中 , 全 面积 最 小 的 是 
一 个 四 棱柱 , 从 而 知 
24a2 十 28 < 12a2 二 48 二 > 12a? < 20 一 


ao 





3 
评注 : 本题 设 计较 新 颗 , 考查 学 生动 手 操作 
能 力 及 其 全 面 分 析 和 人 解决 问题 的 能 力 . 值得 提 
出 的 是 许多 考生 在 得 出 所 有 可 能 的 情形 后 , 认 
为 “所 有 可 能 的 四 楼 柱 的 全 面积 最 大 值 小 于 三 
棱柱 的 全 面积 "导致 错 解 . 
五 、 条 件 探求 型 
例 5 (2005 年 高 考 上 海 ( 理 ) 第 21 题 ) 对 定 
义 域 分 别 为 Dj、Dg 的 函数 y = f(x)、y = 
9(z), 规定 :函数 
f(z)g(x) 当 zEDj 且 zs Do 
| f(z) 
g(7) 





( 当 x€E DjHz¢ Dy 
(Z 当 Z& Dr 上 且 zZeE Dy. 
(着 函数 /flz) = 一 ,9(z) = 2 写 
出 函数 Ma) 的 解析 式 ; 
() 求 问题 (D) 中 函数 Mz) 的 什 域 
(3) 若 g(z) = f(z 十 名, 其 中 a 为 常数 , 且 
we [0 可 请 设计 一 个 定义 域 为 民 的 函数 y = 
f(z), 及 一 个 q 的 值 使 得 h(z) = cos4z, 并 于 
以 证 明 . 
解析 : (1) 根据 题 设 中 的 定义 知 : 
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函数 y = f(z)、y = 9(z) 的 定义 域 分 别 
为 Dj = (00,1)U (1,+00), Dy = R, DjN 
Dy, = Dy, 于 是 

z 
oY ry 当 Zz € (—00,1) U (1 十 oo)， 
1 当 zX = 二 1. 

1 . 

了 xX 一 1] 二 1 

2 

1 
i 


二 TX 一 1 十 一 十 2. 
若 z > 1 时 , h(x) > 4, 当日 仅 当 x = 2 时 
等 号 成 立 ; 
全 1-e+T| 
2 < 0, 当 且 仅 当 x = 0 时 等 号 成 立 . 
.函数 h(z) 的 值 域 为 
(一 co,0]U {1} U [4 十 oo)， 





(3) 令 f(x) = sin 2z 十 cos 27z,，a = 的 则 
9g(z) = f(z + oa) 
. T 下 
=sin2 (z+7) 十 cos2 (z+ 了 | 


= COs 27 — sin 20， 

于 是 h(x) = f(x)9(z) = f(2)f (z+ 0) = 
(cos 27 + sin 2x)(cos 27 一 Sin 27) = cos 47， 

本 题解 还 可 令 f(x) = 1 十 V2sin2x, a = 
了 证 明 略 

评注 :本题 第 1) 小 题 属于 定义 给 予 创新 
题 , 解决 这 一 创新 题 的 关键 是 弄 清 定义 的 本 质 . 
只 要 理解 了 这 一 给 予 的 新 定义 , 再 做 不 难 . 第 
(3) 小 题 属 于 条 件 探 索 型 创新 题 , 从 三 角 函 数 
的 有 关 性 质 出 发 , 适当 赋值 , 反复 尝试 是 求解 
的 关键 . 

六 、 阅读 理解 型 

例 6 已 知 n 次 多 项 式 P=a07" 二 a17” 
十 … 十 Qn-17 十 Qn, 如 果 在 一 种 算法 中 , 计算 
X06 (k = 2,，3,， 4 .…, n) 的 值 需要 大 一 1 次 乘 
法 , 计算 户 (x0) 的 值 共 需要 9 次 运算 (6 次 乘法 ， 
3 次 加 法 ), 那么 计算 书 ,(zo) 的 值 共 需 要 

下 面 给 出 一 种 减少 运算 次 数 的 算法 : Po (z) 








2005 年 第 12 期 
= 00，PiHi(z) = 7ZR(zZ) + arri(k = 0, 1, 
2, … ,n 一 1), 利用 该 算法 , 计算 已 (zx0) 的 值 
共 需 要 6 次 运算 , 那么 计算 PP,(xo) 的 值 共 需 要 

解析 : 第 (1) 小 题 可 从 特例 出 发 , 寻求 解 题 
规律 . 计算 己 (x0) = aozi 十 al28 十 aazZ0 十 a3 
的 值 . 其 中 乘法 运算 次 数 为 :a0733 次 , a1202 
次 , a2701 次 , 然后 再 进行 3 次 加 法 , 共 需 要 9 次 
运算 . 这 样 就 不 难得 到 :计算 PP (xo) = ao28 十 
az0 十 … 十 an-_1zo 十 an 的 值 , 需要 进行 
乘法 运算 的 次 数 为 : nn 十 (nn 一 1) 十 … 十 1 二 


on 十 和光 进 行 如 法 运 和 的 次 数 为 区 而 


计算 Po) 的 信 共 需要 2 了 + 一 n(n 
十 3) 次 运算 . 

第 (2) 小 题 由 及 Hz) 三 7 有 (Z) 十 ak 
= 0, 1, 2, 光一 1) 知 ， 及 +1(Zo) 需 要 运算 
次 数 是 在 PP(z0) 运算 的 次 数 的 基础 上 还 要 进 
行 2 次 运算 . 不 妨 设 Po(zxo0), Pi(zxo), B(x0)， 

…,， 中,(z0) 需 要 运算 的 次 数 依次 记 为 : bo, 0b1， 
ba, ..., b,, 

“* bo = 0,61=2,06,= 01 二 +2, Db;,— 
bn-1 = 2，.… {bw} 是 公差 为 2 的 等 差 数 列 , 于 
是 得 到 如 = 27. 

评注 :本 题 是 以 新 课 标 教材 “算法 ”有 关内 
容 为 基础 设计 的 , 体现 出 浓 浓 的 教改 气息 . 

本 题 第 (1) 小 题 利 用 “特殊 到 一 般 ”,“ 归 纳 、 
猜想 ”的 思维 方式 使 问题 得 以 解决 ; 第 (2) 小 题 
通过 递 推 关系 , 将 问题 转化 为 等 差 数列 求解 . 
题目 设计 新 疾 , 可 读 性 强 . 

七 、 探索 存在 型 

例 7 (2005 年 高 考 北京 ( 理 ) 第 20 题 ) 设 
f(z) 是 定义 在 [0,1] 上 的 函数 , 若 存 在 z” e (0， 
1), 使 得 f(x) 在 [0,x*] 上 单调 递增 , 在 [x*,1] 上 
单调 递减 , 则 称 f(x) 在 [0, 1 上 的 单 峰 函 数 . x* 
为 峰 点 , 包含 峰 点 的 区 间 为 含 峰 区 间 . 对 任意 
的 [0,1] 上 的 单 峰 函数 (x), 下面 研 究 缩短 其 含 
峰 区 间 长 度 的 方法 . 

(D 证 明 : 对 任意 的 xX1、 zz € (0,1), x1 < 
2Z2, 若 /zl1) > f(z2), 则 (0, 22) 为 含 峰 区 间 ; 
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若 f(z1) 和 f(z2), 则 (xz1,1) 为 含 峰 区 间 ; 

(I) 对 给 定 的 "(0 < 7 < 0.5), 证 明 :存在 
Z1、X2 € (0,1), 满足 za 一 z1 > 27, 使 得 由 (了 ) 
所 确定 的 含 峰 区 间 的 长 度 不 大 于 0.5 十 

( 亚 ) 选 取 x1、7x2 € (0,1), xX1 < 2z2, 由 (可 
确定 含 峰 区 间 为 (0, x22) 或 (x1,1), 在 所 得 的 含 
峰 区 间 内 选取 zx3, 由 x3 与 1 或 x3 与 X22 类似 地 
可 确定 一 个 新 的 含 峰 区 间 . 在 第 一 次 确定 的 含 
峰 区 间 为 (0, x2) 的 情况 下 ， 试 确定 Zl、z2、73 
的 值 , 满足 两 两 之 差 的 绝对 值 不 小 于 0.02, 且 
使 得 新 的 含 峰 区 间 的 长 度 缩短 了 0.34 (区 间 长 
度 等 于 区 间 的 右 端点 与 左 端点 之 差 ). 

解析 : (了) 证: 设 x* 为 f(z) 的 峰 点 , 则 由 单 
峰 函 数 定义 知 ，f(7z) 在 [0,x*|] 上 单调 递增 , 在 
Iz*,1] 上 单调 递减 . 

当 f(z1) > f(z2) 时 , 假设 z* (0, 7x2), 贝 
2Z1 < 22 < 0 从 而 f(x*) > f(x2) > f(r1), 
这 与 (21) > f(x2) 蔬 盾 , 所 以 x* € (0, x2), 上 
(0, zz) 是 含 峰 区 间 ; A 入 f(z2) 时 , 假设 
Z* F(T1,1), 则 z* < zi < 22, 从 而 f(x*) > 
f(z1) > f(z2), 这 与 f(z1) < f(z2) 刻 盾 , 所 
以 z* E (x1,1), 即 (x1,1) 是 含 峰 区 间 . 

(I) 证 明 : 由 (了) 的 结论 知 : 

当 f(z1) > f(x2), 含 峰 区 间 的 长 度 为 41 = 
2Z2; 当 f(X1) 和 f(z2), 含 峰 区 间 的 长 度 为 ?2 = 
1 一 x1. 对 于 上 述 两 种 情况 由 题 意 得 : 

22 < 0.5 十 7， 


es 


工 一 021 <0.5+r7. 
由 人 @ 得 1 二 x2 一 xX1 二 1 二 27, 即 zz 一 21 过 
27, XY Wai S27, © 
将 多 代入 @ 得 
X10.5—7,w2 过 0.5 十 7. ©@ 
i Za 一 0.5 十 
这 时 含 峰 区 间 的 长 度 11 = /2 = 0.5 十 了. 
存在 xX1、x2 E (0,1), 满足 za 一 x1 > 27, 使 得 
所 确定 的 含 峰 区 间 的 长 度 不 大 于 0.5 十 7. 
( 亚 ) 解 : 对 先 选 取 的 Z1、z2，Z1 < Z2, 由 
( 卫 可 知 Z1 十 Z2 = 工 @ 
在 第 一 次 确定 的 含 峰 区 间 为 (0, x2) 的 情况 
下 , zs 的 取 值 应 满足 za 十 Z1 = 7Z2， © 


V2 一 人 尼 1 = 


712-40 
2Z2 一 1 一 21， 
由 @@ 与 @ 可 得 
Ve 

Z3 时 , 含 峰 区 间 的 长 度 为 Z1. 由 条 件 X1 一 Xx3 > 
0.02, 得 xX1 一 (1 一 2x1) > 0.02, 从 而 zl > 0.34. 
因此 , 为 了 含 峰 区 间 的 长 度 缩短 到 0.34, 只 要 取 
21 = 0.34, za = 0.66, zs = 0.32. 

评注 : 理解 含 峰 区 间 的 定义 , 可 借助 三 角 函 
数 y = sinz 实 现 抽 象 问题 具体 化 , 第 (IL)、 (IL) 
小 题 存 在 性 问题 的 证 明 与 求解 体现 了 高 等 数学 
数值 分 析 中 “逼近 ”思想 的 运用 , 背景 较 深 , 能 力 
要 求 较 高 , 是 今年 高 考 中 较 难 的 一 道 创 新 试题 . 

八 、 定义 给 予 型 

例 8 (2005 年 高 考 湖南 ( 理 ) 第 15 题 ) 函数 
y 三 f(z) 的 图 象 与 直线 x = a, z= 二 0 及 Zz 轴 所 
围 成 图 形 的 面积 称 为 函数 帮 z) 在 [o 如 上 的 面 
员 . 已 知 函数 = sinmz 在 |0, 二 | 上 的 面积 
(ne N"), 风 








(函数 y = sin 3z 在 | 罕 | 上 的 面积 ; 


Eee 修 
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(ii) 函数 y = sin(3z 一 7 十 1 在 5 二 
上 的 面积 ; 

解析 : 如 图 6, 由 是 设 可 知 函 数 y=sin ne 
在 区 间 长 度 为 半 个 周期 上 的 面积 为 2 (ne 
N*), 类 似 地 可 得 : 

函数 y = sin3z 在 |0, | (区 间 长 度 也 为 
半 个 周期 ) 上 的 面积 为 2 

由 对 称 性 知 , 函数 y 二 sin3z 在 [ 竺 | 


(区 间 长 度 为 一 个 周期 ) 上 的 面积 为 


和 ATT rr rr rr 


(上 接 第 12-38 页 ) 
说 明 : 以 上 定理 1、2 只 是 在 平面 向 量 的 基 
础 上 前 进 一 小 步 , 但 其 教学 价值 、 应 用 价值 丁 
现 . 
参考 文献 
册 李 晟 .一道 高 中 竞赛 题 的 探讨 与 推广 . 
数学 教学 . 2005. 4. 
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图 6 


ii) 函数 y = sin(3 一 7) +1 的 图 象 向 左 
平移 3 个 单位 可 得 到 y = sin 3x 十 1 的 图 象 , 由 
函数 图 象 平移 性 质 知 : 

画 数 y 一 sin(az 一 如 十 1 在 | 工 生 | 上 的 
面积 等 于 函数 y = sin 3z 十 1 在 [0,z] 上 的 面积 ; 
而 函数 y = sin 3z 十 1 在 [0,] 上 的 面积 等 于 函 
数 y = sin 3z 十 1 与 直线 y = 1 围 成 的 半 个 周 其 
的 面积 与 矩形 的 面积 之 和 (如 图 7 阴影 部 分 所 
示 ), 由 第 外 小 题 知 y = sin 3z 十 1 与 直线 y = 
1 力 成 的 半 个 周期 的 面积 为 >， 矩形 的 面积 ; 
TX1==7, 从 而 知 函 数 yV = sin(3z 一 和 ) 十 1 在 
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2 
5 了 上 的 面积 为 "十 了 





图 7 

评注 :本 题 是 新 定义 型 信息 给 予 题 , 考查 数 
形 结合 思想 的 应 用 . 只 要 乔 清 题 意 , 正确 画 出 
图 形 后 直接 写 结果 . 其 实 这 道 题 曹 藏 着 高 等 数 
学 的 背景 , 利用 二 重 积 分 便 可 轻松 求解 . 

总 之 , 高 考 创 新 题 的 出 现 , 不 仅 给 整套 试 
卷 注 入 了 新 的 血液 , 而 且 为 数学 创新 能 力 的 培 
养 与 推广 提供 生动 有 趣 的 素材 , 它 将 更 加 有 效 
地 推动 了 素质 教育 的 全 面 开 展 . 





和 TA rr rr rr 


2| 袁 利 红 . 从 一 道 联赛 试题 所 想到 的 . 中 
学 数学 . 2005. 5. 

引 厉 倩 . 一 道 联赛 题 的 推广 . 中 学 生 数 学 . 
2005 年 5 月 上 . 
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© 了 OOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOO 
x 疡 和 下 旦 解 
数学 问题 与 解答 


2005 年 第 10 期 问题 解答 


OOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOGO | 


656. 在 非 直角 和 A4BC 中 , 4D 1 BO, BE 
1 4C, CF 1 AB, 垂 足 分 别 为 D、 忆 、f, 设 
人 4BC、 作 DEF 外 接 圆 半径 分 别 为 RR、Ro， 
求证 : R = 2Ro. 

证 : 如 图 1， 对 于 锐角 人 A4BC， 设 万 为 
A4BC 的 重心 . 由 下、C、 克 .下 四 点 共 圆 ,得 
LAEF = LABC. .. AAEFwAABO, 


EF AE 
BC AB. 
A 
b E 
B D C 
图 1 


在 Rt 和 AAEB 中 , AE = ABcos 人 LBAC. 
.. EF = BCcos /LBAC. 

由 点 4、C、D、F, 点 4、B、D、 轧 共同， 
得 LBDF = 人 LCDE = LBAC, 凤 人 EDF = 
180° ~ 2ZBAC. 


Er 
由 正弦 定理 R= 2mZBAG’ 
EF 6 


BC cos LBAC R 
2 


4sin ZBAC .cos LBAC 站 
a R= 270: 


对 于 钝 角 A4BC 的 情形 , 同 理 可 证 . 

657. 已 知 互 不 相等 的 实数 zz、y、z 满 足 
lzy+2|=VIit(z+y), |zz+2|=V1i+(z+z)?, 
求证 :|yz 十 2|=V1i+ (vy +2)2. 


》 


证 :由 |2y 十 ?| = V1 十 (2 十 9Y)? 平 方 并 整 
理 得 (7? 一 1)y ?十 2xy 十 (3 一 72) 一 0. 

同 理 ， (zx? 一 1)z2? 十 2xz 十 (3 一 x2)=0. 

由 此 可 见 , y、z 是 关于 t 的 方程 

(zx2— 1)t2+2zxt+(3—22)=0 
的 两 个 不 相等 的 实 根 (这 隐 含 z” 关 1, 上 且 
A= 4z2 一 4(z2 一 1)(3 一 zZ2)=(2z2 一 3)2 二 3 > 0). 








0 27 3 一 22 
a a . 
2 Iz 72 1 
zx 十 1 
a 2| = 一 一 V/1 和 
[yz 二 2| 让 十 (十 2) 
Sin(2a 十 
658. 已 知 a、6 为 锐角 , 且 smtze 有 - 
in(28 + a) Sin 2a 
sin 5 
一 一 一 ,求证 w = 6. 
sin 26 


证 : 由 题 设 得 sn acosawsin(29 十 a) 一 
sin BcospPsin(2a+ 6)= 0. 

sinaQacosasin(28 + a) 一 sin a cos PB: 
sin(26 + Qa) + sin Qa cos Psin(26 + a) — sin BP: 
cos Psin(2a + 6) = 0, 

sin a sin(2B + Qa)(cos a — cos D) 十 cos 有. 
[sin a sin(268 + oa) — sin Psin(2a 十 四 )] = 0, 

[cos 26 — cos(26B + 2a)](cos a — cos D) 十 
cos Bleos 26—cos(26+2a)—cos 2a 十 cos(20 十 
2oj = 0, 

[2cos28 一 1 一 2cos?*(aw 十 四 十 1(cosa 一 
cosB) + cos B(2cos20 一 1 一 2cos2a 十 1) 一 
0, 

(cosa — cosB)lcos*B — cos?(a + P) 
一 cos CO(cos a 十 cos D)] = 0， 


(cos a—cos DB)j[cos2(a 十 D) 十 cos aw cos pl] = 
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“Qa、[ 为 锐角 ， 
“cos2(a 十 D) +cosawcosB > 0. 
于 是 cosaw 一 cosB=0,a=f. 
659. 已 知 41、B1、C1 分 别 在 A4BC 的 





wu BA CB 

pe CA、 ABL 上 上 , 满足 于 局 和 
1 

GiB 得 及 CE 人 b, c, 


设 P 为 人 ABC 所 在 平面 内 任 一 点 , 求 P41 十 
PB? 十 PC? 的 最 小 值 . 


". PA?2+PB?+PCO?= PA “十 五 二 
交 . 1 1 an 1 1 








2 1 2 2 2 2 
PC? = ns (PA + PB +PC )+ 
ry (PB PO+ PO. PA+ BA. FB). 





> 


而 PB.PC+PC.PA+PA.PB 
学 2 2 
PB +PC - (PB -POC) 
5 
>2 >2 


PC +PA (FC FA) 
人 


>2 >2 > >\2 
BARB SE (PA 要 | 











十 





十 








2 2 2 1 
二 到 3 + 6) 





>2 >2 上 :2 ;2 
.“. PA! +PB!: +PC! = PA 十 PP 十 
PO (+ 1+). 
(1 二 + 入 )? 
记 人 4BC 的 重心 为 G, 则 
2 2 2 
PA +PB +PC 


= (PG+64) + (FPG+68) 








i 
十 (PG + Gc) 
和 x 2 | 
=3PG 二 G4 +GB 十 GC 
42PC. (Ga + GB+ 50) 











>2 >2 >2 >2 
=3PG +GA +GB +GC 
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2 >2 >2 1 
> = 3(0 + tc). 


一 一 2 
所 以 ， 当 上 上 汶 A4BC 重 心 时 ，P41 十 
PB1 十 PC 取 到 最 小 值 





1 2 2 2y_ 入 2 2 2 

3(Q 十 0 十 c”) GANata 十 多 十 c) 
入 一 入 十 1 

~ 30 +N CR 


660. 记 o(n) = > d (其 中 n、d e Z+), 若 


0(n) = 2n, 则 称 n 为 完全 数 . 
设 a = 2?-1(2? 一 1) 二 1,5= 2?-1(2? 一 
1) 一 1, 其 中 p 为 质数 , 问 a、5 是 否 为 完全 数 ? 
证 明 你 的 结论 . 
解 : a、5 都 不 是 完全 数 . 
阁 p 二 2, 则 a ==7, 5 == 5, 都 不 是 完全 数 . 
若 p > 3, 则 p 一 1 为 偶数 , 2?-! = 4 所 ”= 
1 (mod 3), 上 且 22- = 0 (mod 4). 
(a=1[1) 1+1= 
a 不 是 完全 平方 数 . 
若 dla, 则 有 dd 三 土 1 (mod 3). 
当 d 三 1 (mod 3) 时 ， 
1 (mod 3); 
一 1 (mod 3) 时 ， 
‘(—d) 三 ~a= 1 (mod 3). 





1 (mod 3), 








十 SIsllsls 





. Sloels 
SQ 川 


SS 


又 2a = -2=1 (mod 3). 

“0(a) 关 2a, 即 a 不 是 完全 数 . 

(2) 5 三 0 一 1 三 一 1 (mod 4), 5 也 不 是 完 
全 平方 数 . 

若 dlb， 则 a 三 土 ] (mod 4). 

仿 前 可 证 4 十 三 0 (mod 4). 

ola) = >， d+5) 三 0 (mod 


dlb,d<vb d 
4), 又 2b = -2 = 2 (mod 4), 


… ao) 关 25, 即 5 不 是 完全 数 . 
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661. 如 图 2, 在 正方 形 ABCD 中 , 对 角 线 


2005 年 第 12 期 
AC 与 BD 交 于 0O， 点 五 1、 忆 在 BC 边 上 ,， 且 
ZLB4P = LCAE2, AE1、AEs 与 OB 分 别 


交 于 点 刻 、 了 了 2， 求证 : 
OP O 1 


CE CE 4 








D 


A 
ja 人 
图 2 
(北京 ” 郭 “ 璋 供 题 ) 
662. 已 知 实数 w、5、c 满 足 o 十 妇 十 c3 = 
3, 求证 : ab 十 bc 十 ca <3. 
(浙江 李 康 海 供 题 ) 
663. 已 知 {an } 为 正 项 等 差 数 列 , mn E NT+ 
且 ? > 1, 求证 : 


Ce 


TA rr rr rr 


(上 接 第 12-19 页 ) 
一 种 重要 的 思想 方法 . 
三 、 小 结 
回顾 上 面 的 讨论 
@ 我 们 研究 了 含 递 推 关系 的 数列 问题 (二 
项 递 推 , 多 项 递 推 ) 其 中 迭 加 法 、 迭 乘法 是 基 
本 方法 . 


TT rr rr rr 
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> (1+ 汪 
Q1 十 Q2 
(安徽 ”点 室 礼 供 题 ) 
664. 如 图 3,，EO 是 Rt 人 4ABC 的 内 切 圆 ， 
加 .了 分 别 是 两 条 直角 边 AC、BC 上 的 切 点 , 射 
线 AO、BO 交 直线 BF 于 N、M, 求证 : 
SAOMN a 
5 ”SA4Bc 4 
MAN__ 
zr 
(< N 
2 
B 
图 3 
(安徽 ” 黄 全 福 供 题 ) 
665. 设 入 ABC 的 内 心 为 1 延长 AT、 BT、 
CT 分 别 交 人 4BC 的 外 接 圆 于 A1、Bi、C1, 求 
三 AA! BB: CC 
1 1 1 
AC + BA + OB > 2V3. 
(浙江 ” 苏 炜 杰 供 题 ) 
(本 栏目 责任 编辑 李 大 元 汪 纯 中 ) 














TT 


@ 研究 中 我 们 看 到 , 数学 思想 丰富 多 彩 
(化 归 、 类 比 、 先 猜 后 证 ……… ) 

@ 刚才 的 研究 还 要 我 们 能 用 哲学 的 眼光 、 
数学 的 眼光 来 看 问题 , 即 如 何 深入 , 全 面 地 观 
察 , 如 何 追 求 简单 是 我 们 这 节 课 的 主旋律 . 

拉丁 篇 语 讲 得 好 :简单 是 真 的 标志 , 美 是 真 
理 的 光辉. 
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期 所 刊登 的 《 例 说 解 函 数 最 值 题 的 思维 策略 》 
一 文 , 经 调查 为 抄袭 文章 , 该 文 抄 自 1996 年 《高 
三 数理 化 》 第 2-3 期 中 贺信 淳 老 师 所 写 的 《“ 思 





维 受 阻 ” 怎么 办 分 一 文 . 本 刊 已 对 抄袭 者 提出 
了 严厉 批评 . 事实 上 , 本 刊 2003 年 第 11 期 的 编 
后 漫笔 曾 对 “一 稿 两 投 ” 以 及 “ 抄 奏 ”现象 提出 了 
批评 在 此 , 本 刊 再 一 次 重申 严禁 列 穿 他 人 文 
音 . 

希望 今后 读者 与 编者 共同 努力 , 力争 杜绝 
“一 稿 多 投 ” 现 象 . 并 欢迎 广大 读者 加 强 监督 . 








编 后 漫笔 


有 关 教 育 改 革 两 则 高 言 


张 英 宙 ” 赵 小 平 


新 加 坡 李 秉 葬 教 授 发 来 电子 邮件 , 告诉 我 
一 个 真实 故事 , 同时 也 是 一 则 关于 数学 教育 改 
革 的 寓言 . 说 的 是 非洲 有 一 个 民族 , 一 向 居 
住 在 一 种 木屋 内 , 晚上 燃 火 照 明 . 后 来 “欧洲 
人 ”来 了 . 告诉 他 们 电灯 比 燃 火 照明 要 文明 得 
多 . 于 是 , 所 有 木屋 都 装 上 了 电灯 , 开始 大 家 都 
说 好 . 但 是 一 年 之 后 , 所 有 木屋 忽然 都 倒塌 了 . 

原因 何在 ? 原来 每 天 燃 火 时 会 冒 烟 , 烟 把 
各 种 昆虫 赶 出 屋外 . 现在 使 用 电灯 , 没有 烟 芒 ， 
昆虫 大 量 繁殖 . 屋顶 被 昆虫 性 坏 , 木屋 又 然 倒 
塌 . 

寓言 告诉 我 们 , 那个 非洲 民族 的 原来 生活 
方式 , 尽管 原始 , 却 是 十 分 和 谐 的 . 电灯 当然 更 
为 先进 .文明 . 但 是 引进 先进 的 技术 , 必须 和 原 
来 的 环境 相 适 应 . 要 用 好 电灯 , 则 必须 采取 防 
虫 . 除 虫 措施 . 不 然 , 好 事 会 办 成 坏事 . 

正如 电灯 之 于 木屋 , 西方 的 教育 理念 也 许 
很 先进 , 但 是 未 必 都 适合 现代 的 中 国 . 至 于 西 
方 的 有 些 理念 , 本 来 就 未 必 十 分 科学 , 我 们 更 
应 该 仔细 分 析 , 有 所 选择 . 目前 在 教育 改革 过 
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(上 接 第 12-34 页 ) 
当 0 二 z+ 时, 入 E (0,1). 
从 而 得 到 : 在 平行 四 边 形 中 , 阁 已 知 平行 四 


程 中 , 这 样 育 目 引进 , 高 速 推广 的 理念 , 后 果 堪 

另 一 则 寓言 取 自 李瑞环 的 《学 哲学 .用 哲 
学 》 一 书 , 其 中 有 一 个 故事 是 “ 老 妇 和 茶山 ”. 说 
的 是 老 妇 将 一 把 用 了 多 年 的 宜兴 老 茶壶 到 街 
上 卖 . 条 过 内 有 茶山 ( 拍 ),， 能 够 不 放 茶 也 有 茶 
香 . 开价 5 钱 , 一 买主 愿 出 三 两 银子 买 下 . 但 身 
边 未 带 钱 , 嘱 老 妇 等 半 个 时 辰 后 取 钱 来 买 . 老 
妇 好 心 , 觉得 买主 肯 出 大 价钱 , 应 该 将 茶壶 用 
沙子 把 茶壶 的 里 外 都 探 洗 干净 才 好 . 半 个 时 辰 
之 后 , 那 买 主 一 看 , 茶山 已 经 没有 了 . 不 要 说 3 
两 银子 , 连 5 钱 银 子 也 不 愿 买 这 把 壶 了 . 

有 的 传统 文化 象 茶 垢 , 看 上 去 其 貌 不 扬 , 贸 
然 改 掉 , 损失 很 大 . 例如 中 国 的 数学 双 基 教育 
有 些 人 很 看 不 起 , 往往 将 它 和 "死记 硬 背 ”、“ 
复 演练 ”联系 在 一 起 .可 是 一 旦 丢掉 了 这 些 优 
良 传统 , 中 国 的 数学 教育 也 就 失去 原来 的 价值 
了 . 














育 目 引进 国外 教育 理论 , 丢弃 自己 的 优良 
教育 传统 , 是 很 危险 的 . 


TT 


边 形 的 边 长 , 则 两 对 角 线 长 度 的 比值 是 一 个 任 
意 的 正 数 ; 若 已 知 平行 四 边 形 的 内 角 9, 则 两 对 
角 线 长 度 的 比值 是 一 个 由 0 确定 的 范围 . 


~ 2, 主办 单位 华 东 师范 大 学 
数学 款 学 出 版 《数学 教学 》 编 辑 部 
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